---------
"R

ISSAE I eeham Tiban B &

h\.\:*’_t POT-
s pas vk ook
2 “sit}'ss;ﬁ‘.-l‘;ﬁ

VA )5
CALCUL DIFFE

|
- L g
C 9 >, /\ q

Rk
,f:«"-l‘ﬁt_- ke !
4 ki i
- 'l:',l':",

AT T

de laser (Kha



TABLE DES MATI A

CHAPITRE AVANT-PROPOS PAGE 11 .
CHAPITRE 1 LES NOMBRES COMPLEXES PAGE 1 .

1.1 Généralités 1
1.2 Définition et propriétés 3
1.2.1 Représentation d'un nombre complexe 3
1.2.2 Module et argument 4
1.2.3 Nombres complexes particuliers 5
1.3 Opérations sur les nombres complexes 5
1.3.1 Egalité 6
1.3.2  Multiplication par un nombre réel 6
1.3.3 Addition et soustraction 6
1.3.4 Multiplication et division 4
1.3.5 Rotation 9
1.3.6 Conjugué d'un nombre complexe 10
14  Formule de De Moivre 11
1.5  Racines d’'un nombre complexe 11
1.6  Exercices 12
FONCTIONS D'UNE VARIABLEREELLE___ PAGE 15 .
21  Notion de Variable 15
2.1.1 Ensemble des nombres réels 15
2.1.2 Valeur absolue 17
2.1.3 Constantes et variables 18
214 Intervalles 18
2.2  Fonction 19
221 Représentation des fonctions 20
2.2.2 Représentation analytiques des fonctions 21
2.2.3 C(lassifications des fonctions 27
224 Construction des fonctions 32
2.3  Notion de limite 34
2.3.1 Voisinage d'un point 35
2.3.2 Tangente 36
2.3.3 Limite en un point 36
2.3.4 Extensions de la notion de limite 38
2.3.5 Limites de fonctions usuelles 42

2.3.6 Formes indéterminées 43



Le Cnam-Liban il Dr. N. A. Assaad

24 Continuité 45
2.4.1 Continuité en un point 46
2.4.2 Théoremes de continuité 46
2.4.3 Prolongement par continuité 47
2.4.4 Continuité sur un segment 47
2.5  Fonction inverse ou réciproque 48
2.5.1 Fonctions trigonométriques inverses 49
2.5.2  Fonctions hyperboliques inverses 51
2.6 Exercices 53
DERIVEE ET DIFFERENTIELLE PAGE 61
3.1  Le taux de variation 61
3.1.1 Croissance de bactérie 62
3.1.2 Vitesse instantanée 63
3.1.3 Tangente en un point 64
3.2 Dérivée 65
3.2.1 Fonction dérivable 68
3.2.2 Opérations sur les fonctions dérivables 70
3.2.3 Relation liant les dérivées de deux fonctions réciproques 73
3.2.4 Dérivées d’ordres supérieurs 73
3.3  Différentielle d"une fonction a une variable 73
3.3.1 Interprétation géométrique de la différentielle 74
3.3.2 Différentielle d’ordre supérieur 74
3.4  Applications 74
3.4.1 Tangente et normale sur une courbe 75
3.4.2 Analyse des fonctions 77
3.4.3 Optimisation 82
3.5  Développement limité 83
3.5.1 Théoremes relatifs aux fonctions dérivables 84
3.5.2 Formules de Taylor 87
3.5.3 Développements limités 89
3.5.4 Utilisations des développements limités 95
3.6  Exercices 103
CALCUL INTEGRAL PAGE 113
4.1 Notion de primitive, intégrale indéfinie 113
41.1 Intégrale indéfinie 114
4.1.2 Primitives usuelles 115
42  Meéthodes générales de calcul 116
421 Changement de variable 116
4.2.2 Intégration par parties 118
4.2.3 Intégrations de quelques types de fonctions rationnelles 120
424 Intégration des fonctions trigonométriques 129
43  Intégrales définies 132
43.1 Propriétés 134
4.3.2 Calcul de I'intégral définie 136

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban iii Dr. N. A. Assaad

44  Applications du calcul intégral 138
441 Calcul des aires limitées par courbe 138
442 Longueur d'un arc 140
443 Aire et volume d’un solide de révolution 142
444 Centre de gravité 145
4.4.5 Moment d’inertie 148
45  Exercices 149
EQUATIONS DIFFERENTIELLES PAGE 155
51  Equations différentielles du premier ordre 156
5.1.1 Définition et classification 156
5.1.2 Equations a variables séparables 158
5.1.3 Equations homogenes 159
5.1.4 Equations se ramenant aux équations homogenes 161
5.1.5 Equations linéaires du premier ordre 162
5.1.6 Equations des types spéciaux 166
52  Equations différentielles du second ordre 171
52.1 Equations différentielles se ramenant au premier ordre 171
5.2.2 Equations linéaires a coefficients Variables 172
5.2.3 Equations linéaires a coefficients constantes 176
53  Applications 181
5.3.1 Variation de température 181
5.3.2 Circuit R,L 183
5.3.3 Oscillateurs 185
54  Exercices 187
SUITES ET SERIES NUMERIQUES PAGE 192
6.1  Suite numérique 192
6.1.1 Limite d"une suite. Convergence et divergence 193
6.1.2 Définition par récurrence 197
6.1.3  Suites bornées 198
6.1.4 Suite monotone 198
6.1.5 Quelques limites usuelles 199
6.2  Séries numériques : Définitions 201
6.2.1 Série géométrique 202
6.2.2 Théorémes généraux 203
6.2.3 Test de convergence 204
6.2.4 Séries alternées 207
6.3  Représentation des fonctions en série 207
6.3.1 Série de puissance 208
6.3.2 Série de Taylor 209
6.4  Exercices 211
FONCTIONS TRIGONOMETRIQUES _ PAGE 214
A.1  Les FonctionsTrigonométriques 214
A.1.1 Fonctions standards 215

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban v Dr. N. A. Assaad

A.1.2 Valeurs des Fonctions des angles particuliers 215
A.1.3 Intervalles des valeurs 215
A.14 Graphes 216
A.1.5 Fonctions des angles en Terms des angles du Quadrant I 216
A2  IdentitésTrigonométriques 217
A.2.1 Identités de Pythagore 217
A.2.2 Définitions 217
A.2.3 Périodicité 217
A.2.4 Formules d’Addition 217
A.2.5 Théoreme de sinus et lois de cosinus 218
A.2.6 Lois de Tangente 219
A.2.7 Fonctions hyperboliques 219
A.2.8 Relations avec les fonctions trigonométriques 219
A.2.9 Fonctions réciproques 220
A.2.10 L"alphabet grec 220
DERIVEES PAGE 221
B.1  Définition 221
B.2  Regles de Différentiation 221
B.3  Formules de Dérivation 221
B.3.1 Fonctions Algébriques 222
B.3.2 Fonctions Trigonométriques 222
B.3.3 Fonctions Trigonométriques Inverses 222
B.3.4 Fonctions Exponentielles et Logarithmiques 222
B.3.5 Fonctions Hyperboliques 223
B.3.6 Fonctions Hyperboliques Inverses 223
TABLE DES INTEGRALES PAGE 224
C.1  Primitives usuelles 224
C.2  Racines des Expressions Quadratiques 225
C.2.1 Formes avec Va2 +u?,a >0 225
C.2.2 Formes avec Va2 —u?,a >0 225
C.2.3 Formes avec vu? —a?,a >0 226
C.24 Formes avec v2au — u? 226
C.2.5 Formes aveca + bu 226
C.2.6 Fonctions Trigonométriques 227
C.2.7 Fonctions Trigonométriques Inverses 228
C.2.8 Fonctions Exponentielles et Logarithmiques 229
C.2.9 Fonctions Hyperboliques 229
LONGUEURS, SURFACES, VOLUME __ PAGE 230
D.1  Polygone régulier de n cotés 230
D.2  Cercle 231
D.3  Autres formes géométriques 232

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Avant-propos

E cours couvre le programme de 'UE : MVAOQOS : Calcul différentiel et intégral, du
cnam. Il s’adresse en premier lieu aux étudiants de premier cycle des filieres Statis-
tique, Mécanique des structures, Génie civil et Electromécanique, mais il s’adresse
également aux étudiants en mathématique et en physique orientés vers les applica-

tions.

Les sujets traités dans ce livre sont : Les fonctions usuelles (limite, continuité, dériva-
bilité, développements limités ) , calcul intégral, équations différentielles, suites et séries
numériques. Ces sujets sont classiques et servent normalement de base a la réalisation de
tout d’analyse de méme niveau.

Le cours est agrémenté de nombreux Exemples et Applications

Chaque chapitre est suivi d"une séries des exercices illustrent systématiquement les no-
tions discutés dans le cours, et ils aident I’étudiant a tester sa compréhension du cours, lui
permettent d’approfondir sa connaissance des notions exposées...

Mais, des autres T.D. peuvent étre traités en classe.

Ces notes de cours sont des clés, des autres ressources sont bien nécessaires pour une
connaissance plus approfondie

Malgré de tres nombreuses relectures il restera toujours des fautes. N’hésitez pas a
me signaler les différentes erreurs.

Ces notes de cours sont rédigés avec Scientific WorkPlace 5.5 (Build 2960).
Des "Latex packages" non inclues dans Scientific WorkPlace sont ajoutés
N. ASSAAD. Le cnam-Liban 2014



Chapitre 1

Les nombres complexes

A notion de nombre complexe a été introduite par les mathématiciens italiens Jé-
rome Cardan, Raphaél Bombelli et Tartaglia comme intermédiaire de calcul pour
trouver des solutions aux équations polynomiales du troisieme degré. Il semble-
rait que ce soit Héron d”Alexandrie qui ait inventé le nombre impossible. L'aspect

géométrique des nombres complexes ne se développe qu’a partir du XIX® siecle chez 1’abbé
Buée et Jean-Robert Argand (plan d’Argand), puis ensuite chez Carl Friedrich Gauss et chez
Augustin Louis Cauchy.

La notion complexe et ses propriétés sont treés utiles dans divers domaines de physique :

1. En électricité : Fonctionnement d"un circuit en régime sinusoidal forcé.

2. En optique : Etude des interférences et de diffractions lumineuses et les ondes électro-
magnétiques.

3. En mécanique : Régime sinusoidal forcé d"un oscillateur harmonique, les phénomenes
vibratoires.

Généralités

Considérons ’ensemble R? = {(x,y) avec x € Rety € R}. On définit sur R? les deux
lois de composition interne :

- Laddition (+) : (x,y) + (¥,v) = (x + X,y + V)
— La multiplication (+) : (x,y) - (¥, y') = (xx' — yy/, xy’ + yx')

On démontre que la structure (IRZ, +, ) est un corps commutatif

En effet les deux lois (+) et (-) sont :

commutatives

associatives

chacune admet un élément neutre

chaque élément de IR> admet un symétrique ( sauf (0,0) pour la multiplication)
et la multiplication est distributive par rapport a 'addition.

|:| De plus si a est un nombre réel, alors pout tout (x,y) € R>ona: a(x,y) = (ax,ay)
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Considérons en particulier les éléments de la forme (x,0) et (0,y), chaque couple (x,y)
s’exprime sous la forme :

(x,y) = (x,0) 4+ (0,y) etdeplus (x,y)=x(1,0)+y(0,1)

Dans toutes les opérations qui peuvent étre effectuées, I'élément (x,0) est équivalent au
nombre réel x .

en effet :
0)+ (x,0) = (x+4/,0) <= (x) + (') =x+x

0)-(x,0) = (xx’ —0.0,x.0 + 0.x") = (xx/,0) <= (x) x (x") = xx’
0) - (x,0) = (x%,0) <> (x) x (x) = x?

0)-(x,0) =(1x,0) = (x,0) <= (1) x (x) = x

(x,0) = (ax,a.0) = (ax,0) <= a x (x) = ax

0)-(0,y) = (x.0—y.0,x.y+0.0) = (0,xy) <= x x (0,y) = (0,xy)

X,

(x,
(
(x,
(1,
(x,

Donc on peut remplacer le couple (x,0) de R? par le nombre réel x, par suite le couple
(1,0) est équivalent au nombre 1.

Mais y a-t-il un nombre qui remplace le couple (0,y)?. Supposons qu’il existe un nombre
j~(0,1).onadonc:

0,y) =y(0,1) ~yj=jy

Dans toutes les opérations qui peuvent étre effectuées, I'élément (0, y) est équivalent au
nombre jy

En effet :

e 0y)+0y)=0y+y)=jy+jy =j+y)

e a(0,y) = (0,ay) < a(jy) = jay

e (0,y)-(0,y) = (0—yy,0y+y"0) = (—yy',0) < (jy) x (jy') = Pyy’ = —yy
-(0,y) = (=y%,0) = (jy) x (i) = /’¥* = —y*

(01 =(-10) = jxj=j=-1

/

2

On remarque, alors, que le nombre j n’est pas un nombre réel car I'équation x> = —1n’a

pas une solution dans IR. Le nombre j est donc un nombre imaginaire.

Quand meéme, si on écrit le couple
(x,y) = (%,0)+ (0,y) = x(1,0) +y (0,1) = x + jy

rien ne se change et les opérations effectuées dans IR? se conservent.

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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@ Le nombre x + jy ainsi défini est un nombre complexe.

Définition et propriétés
Définition 1.1 On appelle nombre complexe tout nombre z qui peut se mettre sous la forme :

z=x+jy (1.1)

O x et y sont des nombres réels
— x est la partie réelle de z et on note : x = Re(z)
— y est la partie imaginaire de z et on note : y = Im(z)
et j un nombre purement imaginaire défini par :

Définition 1.2 On désigne par C ['ensemble des nombres complexes :
C={z;z=x+jy, xe Rety € R} (1.3)

L’ensemble C muni de I'addition et de la multiplication est un corps commutatif et il est équi-
valent au corps (R?,+, ) .

Représentation d’un nombre complexe

Représentation cartésienne

Soit M est un point du plan xOy défini par ses coordonnées x et y, le couple (x,y) des
coordonnées cartésiennes définit le point M, alors que le nombre complexe z = x + jy défini
aussi le point M. Donc, chaque nombre complexe z = x + jy représente un point M (x, y)
du plan (Oxy)

Imz

M2

(¢] = X Rez

FIG. 1.1 — Représentation géométrique

Le nombre compelxe z s’appelle l'affixe de M et le point M (z) est 'image du nombre z
dans la plan xOy.

L'écriture z = x 4 jy d"un nombre complexe z est une représentation cartésienne.

Le plan complexe est ’ensemble des points M d’affixe z = x 4 jy. On pourra remarquer
qu’il y a une parfaite correspondance entre le plan vectoriel muni d’un repere orthonormé
et le plan complexe.

Poury =0 onaz =x =Rez etpourx =0onaz=jy,alorsl'axe (Ox) est l'axe des
réels (Rez) et I'axe Oy celui des imaginaires (Im z) (Figure 1).

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Représentation polaire

Soient e, et e_; deux vecteurs unitaires portés par les axes Ox et Oy respectivement, et
M(x,y) un point du plan complexe (figure.1). Au point M on fait associer le rayon vecteur :

7 =OM =x¢; +ye;

soit 6 I'angle que fait le vecteur OM avec I'axe Ox et r la norme (ou module) de 7
<r = ’E)—]\—)/I D . La géométrie de la figure 1 montre que :

X =rcosf
y =rsinf (14
Remplacons x et y par leurs valeurs dans z, le nombre complexe s’écrit :
z=x+jy=(rcos@)+j(rsinf)
|:| soit :
z=r(cosf+ jsinf) (1.5)

cet écriture est une représentation trigonométrique (ou polaire ) du nombre complexe.

Représentation exponentielle

En utilisant les formules d’Euler :

eff 4 =0
cosf = —
o0 ot (1.6)
Sln9 = —
2j
on trouve :
|:| e = cos 6 +jsind (1.7)

Si on remplace cos + jsin® par e/’ on obtient une représentation en une forme expo-
nentielle de z :

|:| z = rel? (1.8)

Module et argument

Définition 1.3 La quantité r est le module du vecteur E)—I\_)/I ;1 est donc le module de z et 6 est
I'argument de z :.
r=|z| 6=arg(z)

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Siz=x+jy avecx =rcosf et y =rsinf alors:

r=lz = V25

0 = arg(z) = arctan (), a 2k7 pres

On remarque :

— Siz est un nombre imaginaire pur (z = jy) alors :

Re(z) =x=0= 0 =arg(z) = (2k+1)

NI

— Siz un nombre réel pur : (z = x)
Im(z) =y=0=arg(z) =kn
avec k un entier relatif.
Nombres complexes particuliers

> z=1=11+j0=x=1ety=0
en forme polaire: 1 = re/ = r = |1| = 1et0 = arg(1) = 0 £ 2kt :

Dr. N. A. Assaad

exp (£2jkm) =1

> —1=-11+j0=|-1| =1,arg(—1) = m + 2k :

exp[£(2k+1)m] = -1

> z=j=01+j1l=x=0ety=1

en forme polaire : j = pel? = p = |j| = 1 et ¢ = arg(j) = gian:

exp (](g :t2k7t)) —

1 1 1 T
> z=—j=-= || =|-j|=1,,arg(—j) =arg |- | = —5 £2kn
=3 H |~ 8(—J) g<]> 5
. TT 1
exp (_](E ian)) =—j= f

Opérations sur les nombres complexes

L’ensemble des nombres complexes muni de I'addition et de la multiplication comme

sera défini plus bas détermine un corps commutatif.

Calcul différentiel et intégral

MVAQ05
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Egalité

Deux nombres complexes sont égaux si et seulemnt si leurs parties réelles et imaginaires
sont, respectivement, égales.

En effet :

On a noté que chaque nombre complexe z = x + jiy est I'image d"un point M (x,y), par
suite si z etz = x’ +jy’ sont égaux, donc ils représentent le méme point M (x,y) ce qui
donne x = x' ety =y'.

Vz=x+jy) eCV(Z =x"+jy)eCsiz=2 = x=xety =7y

par suite |z| = |2/| et arg(z) = arg(z') + 2kmt, k € Z.

z=12 < Re(z) =Re(Z) et Im(z) =Im (2')
2= & Jz| = |2 et arg(z) = arg(z) + 2k

Multiplication par un nombre réel

En multipliant un nombre complexe z par un un réel 4, les parties réelle et imaginaire de
z seront multipliées par a :
Vz=x+jy etVac R:az=a(x+jy) =ax+ jay

Re (az) = aRe (2)
Im (az) = alm (z)

En particulier, poura = —1:

—z=—(x+jy)=—x—jy

Addition et soustraction

Considérons les deux nombres complexes : z; = x1 + jy1 et zp = x2 + jy2. Soit a calculer
Z=X+jY =2z1+2.

Ona:

Z=z1+zp=x1+jy1 +x2+jy2 = x1 + X2+ jy1 +jy2 = (1 +x2) +j (y1 +y2) c'est-a-
dire: X =x1 +x etY =y +yo.

On écrit :

|:| Re (z1 +z2) = Re(z1) + Re (z2)
Im (z1 +z2) = Im (z1) +Im (22)

on déduit tout simplement :

1Z] = /(1 + 2% + (11 + y2)°
Yy1+y2

arg Z = arctan | ———
X1+ X2

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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L’opération de soustraction des nombres complexes z; et z; est en fait une addition de z;
avec (—zp)
21— 20 =21+ (—22) = (01 +jy1) +(—x2 — jy2) = (x1 — x2) +j(y1 — ¥2)

O Exemple 1.1 :
(1—j)+(5+3j) =6+2j
(34+4j)—(1+3j) =2+

Propriétés de 1'addition
Soient z = x +jy, 2’ = x' + jy et 2 = x” + jy” trois nombres complexes. On a par
définition: z+z' = x +x'+j(y +y'), cest-a-dire 'addition dans C est une combinaison

de deux additions dans IR, par suite toutes les propriétés de I’addition des réels sont valables
dans I’ensemble C :

1. L’addition des nombres complexes est commutative :
z+7Z =72 +z
2. L’addition dans C est associative : V z,z/,z"” € C ona:
Z+(Z/+Z//) — (Z+Z/)+Z//:Z+Z/+Z//

3. Le nombre zéro est ’élément neutre : 0 = 0 + jO;

VzeC,z+0=0+z=1z

4. Chaque nombre complexe z = x + jy admet un opposé : z’ = x' + jy’ tel que
z+72 =0:

247 =0=7=-z=—x—jy<=x' = —xety = —y

Multiplication et division

Soient deux nombres complexes : z; = x1 + jy1 et 22 = x2 + ji2

Le produit effectué directement donne :
21 X 23 = (%1 + jy1) (%2 + jy2) = x1%2 + jxiyz + jxayr + Py

Mais j2 = —1, soit donc :

212y = x1%2 — Y1y2 + j (x1y2 + x2y1)

Si z1 et zo sont exprimés en formes polaires : z; = rieffiet zy = rpel®

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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2129 = (rle]91> <1’2€]92> = rrpeff1e/%2 = pipyef(01162)

etona:

L] a2 = [zl % [22]

arg(z1z2) = arg(z1) + arg(zz)

Diviser deux nombres complexes z; par z; # 0, c’est de trouver le nombre complexe

Z=X+7jY telque Z = z—l c’est-a-dire : z1 = Zzp, ou bien :
2

x1 4y = (X+7Y) (k2 +jy2) = Xxo — Yyo +j (Xy2 + Yx2)

ce qui ramene a résoudre le systeme d’équations linéaires :

{ x2X — yQY = X1
PX+x0Y =y

La solution du systéme nous donne :

Re <Zl> _ X2+ iy

A X5+ 15 (1.9)
I (m) _ Xoy1 — X1Y2
m\ )= "2,..2

22 X5 + Y3

Dans le cas ol1 les nombres complexes sont donnés en forme polaires on aura :

21 _xitjn rel% _ 1 ie-0,) _ 11 _ o _
zo  Xp4jya  roeff2 7ot o (w36l =) -+ jem(th —Ca))

par suite :

4

23

— @ et arg <Zl> = argz; —argzp (1-10)
|22 22

En particulier

1 1
= ol et arg (z) = —arg(z) (1.11)

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 9 Dr. N. A. Assaad

On déduit alors :
N N

1. len = H1 |zn| <= |21 X 22 X ... X ZN| = |21] X |22| X ... X |2N]
n= =

2. Tl découle : |z"| = |z|"

N N
3. arg (H zn> = ) arg(z,) © arg(z; X --- X zy) = arg(z1) + - - - + arg(zn)
n=1

n=1

L

arg(z") = narg(z)

5. arg(—z) = arg(z)+ 7

Propriétés de la multiplication
On vérifie simplement les propriétés suivantes : V zq,25,2z3 € C:

1. La multiplication des nombres complexes est commutative :

Z1 X Z2p =22 X Zq

2. La multiplication des complexes est associative :

21X(ZZXZ3):(21X22)XZ3:Z1X22X23

3. Le nombre 1 est I’élément neutre pour la multiplication :

I1xz=zx1=z

4. La multiplication dans C est distributive par rapport a I’addition :

zZ1 X <22+Z3) =21 X2+ 21 X 23
5. Chaque nombre complexe non nul est inversible :V z € C—{0} , 3z’ € C tel que:

z’><z:1:>z/:1: xz—]yz
z x4y

Rotation

Soit M(x,y) un point d’affixe z = x + jy = re/®. Le vecteur OM , caractérisé par z, est de
module|z| =7 = ‘W/I‘ et il fait un angle 6 avec 1’axe des réels (Ox) tel que 0 = arg (z) .
La multiplication par le nombre complexe a = e/* nous donne le nombre az = rel(+9)
tel nombre complexe caractérise le vecteur ON de méme module que OM mais I'angle que

—
fait ON avec Ox est (« + 0) ce qui veut dire que la multiplication par un nombre complexe
de module 1 et d’argument & entraine la rotation du vecteur image d’un angle «.

|:| En particulier la multiplication par j entraine une rotation de 7r/2 et la multiplication
par (—1) entraine la rotation de 7.

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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A A

Rotation M (ze12) Conjugue

M(2) M(2)

19 > x

FIG. 1.2 — Rotation et conjugué

Conjugué d’un nombre complexe

Définition 1.4 On appelle conjugué d'un nombre complexe z = x + jy nombre complexe ayant
méme module que z mais d’argument opposé.

On note le conjugué par z tel que : Re (z) = Re (z) etIm (z) = —Im(z).
|:| Z=x—jy=r(cosf —jsinf) = re (1.12)

@ Si les points M et M’ sont les images respectives des nombres complexes z et z dans le
plan complexe, alors M et M’ sont symétriques par rapport a I'axe des abscisses.

Propriétés

On a les propriétés suivantes :

1.VzeC:(z) =z

2.Vz21,20€C:(zn1tz) =21+

3. Vz1,z0 € C: (21.22) = Z1.22

5.Vz,z0€C: (Z—l) =2
V) y4)

z+z Z—2Z

6. Re(z) = > etIm(z) = %

7.si z=x+4jy alorszxzZ=x2+y%= |z

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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O
Dans la division des nombres complexes on introduit la notion de conjugué.

o9 — P P " . Z
En multipliant par z; le numérateur et le dénominateur du fraction =

)
2 _ an_zun _ (atjy). (%2 —jy)
Z 227 |z (e2tjy2).(x2—jy2)
_ x1x2+y1y22+](x22y1 —xy) _ X+ Y
X5 + Y3

Formule de De Moivre

C’est une formule liant les nombres complexes en formes trigonométriques, mais elle
trouve des applications importantes

Soit z = e/’ = cosf + jsinf alors 2" = (e/)" = (cos + jsin6)"

o\ n ; .. .
or (e/?)" = e/"® = cosné + jsinnd , par comparaison on trouve :

(cos6 +jsinf)" = cosnf + jsinnf (1.13)

Cette formule s’appelle formule de De Moivre.

En utilisant la formule de De Moivre on peut déterminer de relations trigonométriques
de types cosnf et fonction de cos 6 et sin 6.

[ Exemple 1.2 (cos 6 + jsin0)* = cos? 6 — sin® 0 + 2 cos 6 sin § = cos 20 + j sin 26
Soit

cos20 = cos’6 —sin?@
sin20 = 2sinfcos6

[1 Exemple 1.3 (cos 6 + jsin )’ = cos® 0 + 3j cos? 6sin 6 + 2 sin® @ + 32 cos 0 sin? 0
= cos®0 — 3cosfsin® O + j (3cos?fsinb — sin® 0)

= cos 30 + jsin 30
cos30 = cos®0 —3cosbsin’@
sin30 = 3cos’0sinh —sin30

Racines d’un nombre complexe
Un nombre complexe w est appelé racine 1"
bien si w = {/z.
Siw estdelaforme: w = p(cos¢+jsing)et z=r(cosb+ jsind), onaw" =z donc
d’apres la formule de De Moivre :

d’un nombre complexe z si w" = z ou

r(cos@ + jsin®) = p"(cos ¢ + jsin )" = p"(cosneg + jsinng) (1.14)

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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L’égalité dans C entraine : cos 0 = cosn¢ et sinf) = sinng donc ng = 6 4 2kt d’otr :

0 + 2k
n

i p="retg=

aveck=0,1,2,3,..n—1
Donc ¢ peut prendre n valeurs : ¢, ; k =0,1,2,..n — 1 ( pour k = n on retrouve ¢,).
par suite, dans C, il existe n racines nieme d’un nombre complexe z :

O
Wi = {/rlcos g+ jsingy]
0+ 2k
¢ = (1.15)
n
[ Exemple 1.4 L'unité a deux racines carrées : wo = 1 et wy = —1 et trois racines cubiques :
en effet z = 1 est un nombre complexe de module v = 1 et d'arqument 6 =0
les racines cubiques sont wy aveck = 0,1 et 2.
_ O0+2kmr 0+2km
P = n - 3
donc :

Pourk=0, ¢y =0 = wo=1

27 2 .. 2m 1 3
pourk =1, 4)1:73 - wi = <c053 —|—]sm—3 ) :_54_]72
47 4 .. 4m 1 V3
Pourk =2, =5 = “ZZ(C"Ssﬂsmg):‘z‘Jz

D’une fagon générale les racines n'“"* de 1'unité sont données par la formule :

" 2 .. 2
ﬁ:cosT—I—]sml:zn,kzo,l,l--n—l (1.16)

Exercices

Exercice 1.1 Trouver I'ensemble des valeurs de z tels que :

z—3
z+3

-2

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Exercice 1.2 Trouver les racines carrées de z = —15 — 8j et en déduire les racines de I'équation
22+ (2j—3)z+5—j=0.

Exercice 1.3 Si u est une racine de I'unité, autre que 1, et u™ =1, Calculer :

E=1+4u+u’+..+u"!

Exercice 1.4 :
1. Déterminer z de maniere que z,1/z et (1 — z) aient le méme module.

2. Sizet z' sont deux nombres complexes de module 1, montrer que

z 4+ z/
1+ zz/

est réel.

) 1 1
3. Siz+ S = 2cost oil t est un réel, calculer z" + ol

Exercice 1.5 Soit )
,— 1+ jtang

1—jtan¢
Calculer le module et I'argument de z.
En déduire les expressions de sin2¢ , cos 2¢ et tan 2¢ en fonction de tan ¢ .
Calculer tan(7t/8)
Utiliser ces résultats ainsi que le changement de variable u = tan(x/2), pour calculer

/4
dx

Uintégrale I = /
Cos X
0

s L b=

Exercice 1.6 Déterminer I'ensemble des nombres complexes z qui vérifient :
[1+jz[ =1~ 2| (E)
Soit o un nombre réel. Montrer que les solutions z de I'équation (E) telles que :

1+jz\" 1+ja
1—-jz) 1—ja

sont des nombres réels.
Résoudre I'équation (E).
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Exercice 1.7 m étant un parametre réel, on considere le nombre complexe :

1 V3
2, = “jmtj
“3omjy

1. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z,,.
2. Déterminer les valeurs de m pour lesquelles la partie réelle de z,, est nulle.

3. Calculer le module et I'arqument de z,, pour chacune des valeurs de m obtenues.

1
4. Résoudre dans C I'équation . (z —|—j)3 = —2z_1.(z_q désigne z,, pour m = —1)

V3
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Chapitre 2

Fonctions d’une variable réelle

N des themes importants de calcul différentiel est I’analyse des relations entre les
grandeurs physiques ou mathématiques. Ces relations peuvent étre décrites en
termes de graphes, formules, données numériques, ou des mots. Dans ce cha-
pitre, nous allons développer le concept d"une «fonction», qui est I'idée de base

qui sous-tend presque toutes les relations mathématiques et physique, indépendamment de
la forme sous laquelle elles sont exprimeés. Nous allons étudier les propriétés de certaines
des fonctions les plus élémentaires qui ont lieu dans 'analyse, y compris les polynomes, les
fonctions trigonométriques, les fonctions trigonométriques inverses, les fonctions exponen-
tielles et logarithmiques.

Notion de Variable

Dans le cas général, une variable peut marquer la place d"un nombre entier, d'un nombre
réel, d’'un point du plan ou de I'espace, d"une fonction, d"un ensemble etc. bref de tout objet
mathématique.

Une variable est donc représente une grandeur, qui apparait dans une expression et que
l'on peut remplacer par une valeur numérique, elle prend ses valeurs parmi les éléments
d’un certain ensemble des nombres réelles

Ensemble des nombres réels

La notion des nombres est 'une de notions les plus fondamentales en mathématiques.

On utilise les nombres pour évaluer des quantités ou de grandeurs en commerce, en
physique et autres domaines.

Les nombres les plus familiers sont les entiers : 0,1, 2,3,4,...En gros on peut classer les
nombres en deux catégories : rationnels et irrationnels :

iy . , . a
Définition 2.1 Tout nombre ( positifs ou négatifs ) qui peut étre mis sous la forme b de deux

entiers a et b est un nombre rationnel

O Exemple 2.1 : 2, —, 15 = %, 2=

15
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Les nombres rationnels peuvent étre exprimés par des fractions décimales périodiques
limitées ou illimtées :

O Exemple 2.2 : % =0.333..=03, % =1.21212121

Définition 2.2 Les nombres exprimés par des fractions décimales non périodiques illimitées sont
des nombres irrationnels

O Exemple 2.3 : V2, =5, 71,1+ V3....

Définition 2.3 La collection des nombres rationnels et irrationnels constitue l'ensemble des
nombres réels.

L’ensemble des nombres réels est ordonné, c’est-a-dire pour chaque couple (x,y),
une des relations suivantes est satisfaite :

x<y ; x=y ; x>y

On peut classer les nombres réels suivant la nature de ces nombres en plusieurs en-
sembles voici quelques ensembles importants :

Ensemble des entiers naturels :

N = {0,1,2,3,4,5, .ccooerrroo. ,+oo}; N* =N-{0}

Ensemble des entiers relatifs :

Z={-c,...,—-2,-1,0,1,2,.....,+00}; Z*=Z-{0};Z" =N

Ensemble des nombres quotients :

Qz{%,a@Z,bGZ*};Q*:Q—{O}; Q*:{%zo,aez,bez*}

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Ensembles des nombres réels c’est 'ensemble de tous les nombres réels que se soit
la nature :

R ={—o00,...,+0}; R*=R-{0}

xERT = x>0

Ona:

NCcZcCcQCR

Les nombres réels peuvent étre représentés par des points sur un axe numériques sur
lequel on choisit :

— Un point (O) origine représentant le nombre 0.

— Un sens positif indiquant le sens de croissance des nombres.

Souvent, I’axe numérique est une droite horizontale orientée de gauche a droite (figurel).
Pour chaque nombre x; > 0 on associe un point M; qui se trouve a la distance OM; = x a

droite de O et pour chaque nombre x, < 0, le point M, se trouve a la distance OM, = —x;
a gauche de O.
M2 I\/Il
— >
Xo -2 0 1 X1

FIG. 2.1 — Axe des nombres réels

Valeur absolue

Définition 2.4 On appelle valeur absolue d’un nombre réel x la valeur numérique de la dis-
tance du point M qui représente le réel x sans considération la position relative a I'origine
(a gauche ou a droite)on note : |x| elle est définie par :

x si x>0
|x|_{ —x si x<0 e

On remarque que : |x| > x.

[l Exemple 2.4 Sil'origine est considéré au niveau du sol et un point My se trouve 4 2 m au
dessous du sol et un autre point My a 2m au dessus du sol, dans les deux cas la distance au sol

est 2m . on ne s'intéresse , alors, qu’a la valeur absolue 2. (|2| = |-2| = 2)
3] = —001] =001 |-vi|=2

0 Exemple 2.5 1 1
—nl=n “7‘ =7
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Théoreme 2.1 (Propriétés) Si x et y sont deux nombres réels alors on a :
Lo x4yl < [x| +1y|
2. |x =yl = [x] = ly|
3. |x x| = [x] x|y|
PREA L
U
Démonstration :

Les deux derniéres propriétés découlent de la définition. Démontrons les deux premieres :
1. |x| >x et |yl >y.

Si(x+y)>0= |[x+y|=x+y <|x|+ |y

Six+y <0=|x+y|=—(x+y)=(=x)+(-y) < |x[+ |yl

Donc: [x+y| < |x] + ]yl
2. Posonsz=x—y=—=x=2z+y

x| =lz+yl <l|z[+ |yl =[x =yl + |y = |x —y[ = [x[ - |y|

Constantes et variables

En faisant des mesures durant un phénomeéne, nous établissons un ensemble des va-
leurs numériques d"une grandeur physique (longueur, masse, température,...etc. Certaines
grandeurs conservent les valeurs numériques pendant le phénomene, on dit que c’est une
grandeur constante. Alternativement, si la grandeur peut prendre plusieurs valeurs alors
c’est une grandeur variable.

Définition 2.5 En mathématiques, on appelle variable toute grandeur susceptible de prendre dif-
férentes valeurs numériques.

Intervalles

Certaines grandeurs, tels que la date, sont discretes, ce qui signifie qu’ils ne prennent
que certaines valeurs isolées (les dates doivent étre des entiers).

[ -]

5

[ X~

[ XY
O

v
o2
v
A
[ ]
A

a < X< 4w a < X< 40 —0<X<hb —0<X<h

~

—0 < X < +o¢

FIG. 2.2 — Représantion des intervalles

Autres quantités, telles que le temps, sont continus comme ils peuvent avoir n'importe
quel nombre.

L’ensemble des valeurs numériques que peut prendre une variable continue dépend du
caractere du probleme considéré. Par exemple : la température de 1’eau ( dans son état li-
quide) ne peut prendre que des valeurs entre 0°C et 100 °C. La variable x = cosa, pour
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toutes les valeurs de «, est localisée entre —1 et +1. L'ensemble des valeurs d’une variable
définit le domaine de définition de la variable ou autrement ['intervalle des valeurs de la
variable.

Soient a et b deux nombres réels quelconques, on appelle intervalle (a, b) I’ensemble des
nombres compris entre a et b. Parfois la variable peut prendre les valeurs de a ou b et parfois
non. On distingue les types des intervalles suivantes :

— L’intervalle ouvert, qu’on note |a, b[ (ou parfois (a,b) ) est 'ensemble des nombres x tels
que:a < x <b.

— L'intervalle fermé ou segment qu’on note [a, b] est I’ensemble des nombres x vérifiant
a<x<b.

— L'intervalle fermé a gauche et ouvert a droite noté [a,b[ (ou [a,b) ) est I'ensemble des
nombres x tels que : @ < x < b, on dit aussi que c’est un intervalle semi-ouvert (ou
semi-fermé).

— Lintervalle |a, b] (ou (a, b] ) est ouvert a gauche et fermé a droite eta < x < b.

— Les intervalles non bornés de R sont :

[a,+00[; Ja,+oo[; | —o0,b]; | —o00,b[; ]| —00; 00

Fonction

De nombreux lois scientifiques et des principes de génie expliquent comment une quan-
tité dépend de l'autre. Cette idée a été formalisée en 1673 par Gottfried Wilhelm Leibniz qui
a inventé le terme de fonction pour indiquer la dépendance d'une quantité d’un autre

La température de I'eau chauffé dépend du temps d’échauffement, 1’aire du disque dé-
pend du rayon de sa circonférence.

La vitesse d une voiture est une fonction de la quantité d’essence injectée dans le systeme
du brtilement du moteur.

Le volume du son d’un apparail audio est une fonction de la position du potentiomeétre.

La quantité d’électricité chargée dans un accumulateur est une fonction du temps du
chargement.

Dans tous ces cas on a donc une grandeur qui dépend de la valeur d"une autre grandeur
on a donc une grandeur qui varie en fonction d’une autre.

Définition 2.6 En mathématiques, on dit q'une grandeur y est une fonction de la grandeur
variable x si a toute valeur de x choisie dans un ensemble convenable D, fait correspondre une
valeur bien déterminée y d’un ensemble F.

Souvent, les valeurs de y sont définies par une regle ou une formule a 1’aide de quelle on
peut calculer ces valeurs pour chaque valeur de x, cette regle de calcul est noée f (ou bien
8, p.etc)

L’expression : a la variable x d’'un ensemble D, par 1’application f on fait associer une
valeur y d’un ensemble F; y = f(x) sera notée :

xEDLyEF;y:f(x) (2.2)

X f — ¥
Domaine=D Image=F

x est la variable ou I'argument, y est 'image, F est I’ensemble des valeurs de f(x).
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” L’entrée est appelée la variable indépendante et la sortie est appelée la variable dépen-
dante.

Définition 2.7 On appelle domaine de définition de la fonction f (x), 'ensemble D des valeurs
de x pour les quelles les valeurs y = f (x) associées sont finies et bien déterminées.

1
0 Exemple 2.6 x — f(x) = p est une fonction définie pour x # 0 c.a.d D = R— {0} et
F=R
x — f(x) = V1 — x2est définie pour 1 — x> > 0=>si1 > x*ca.d D = [-1,1]

~— Remarque 2.1 <

Quand on définit la notion de fonction, on admet parfois qu’a chaque valeur de x prise
dans un certain domaine correspond non pas une valeur de y, mais plusieurs ou méme
une infinité. Dans ce cas, la fonction est dite multivoque, tandis que la fonction précé-
demment définie est dite univoque.

\. J

Par la suite, nous conviendrons d’appeler fonctions uniquement celles qui sont uni-
voques.

Si dans certains cas nous avons affaire a des fonctions multivoques, nous le spécifierons
chaque fois pour éviter toute confusion

Représentation des fonctions

Il y a quatre fagons possibles de représenter une fonction :

— Verbale : C’est une description en mots, par exemple P (¢) est la population d’une
région a l'instant ¢

— Numérique : La fonction est donnée sous formes d"un tableau ot1 on dispose dans un
certain ordre les valeurs de la variable indépendante xq,x2,x3,-- -, x, et les valeurs
correspondantes de la fonction y1,y2, - - -, Yn.

x xl xz ... PR PR ... PR ... xn
y yl y2 PR .. PR PR PR “ .. yn

— Représentation graphiques : On associe & une fonction f(x) une représentation géo-
métrique ou graphique.

° Yot
° 20T
e
4 2 0 2 4
X

FIG. 2.3 — Graphe d’une fonction

La relation y = f (x) est représentée a 'aide d’un ensemble des points M (x,y) du
plan xOy; Ox et Oy étant un systéme d’axes de référence; les valeurs de la variable
indépendante sont les abscisses de ces points (x), les valeurs de la fonction y sont
les ordonnées correspondantes. L’ensemble des points obtenus constitue le graphe de

f(x) (figure 3).
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— Expression analytiques : la fonction est donnée sous formes d’une formule liant la
variable indépendante x a la variable dépendante y

|:| Si une méme fonction peut étre représentée dans ces quatre manieres, il est souvent
utile d’aller d’une représentation a une autre pour obtenir des informations supplé-
mentaires sur la fonction.

Représentation analytiques des fonctions

Une expression analytique est la notation symbolique de I’ensemble des opérations ma-
thématiques connues que 'on doit appliquer dans un certain ordre & des nombres et des
lettres exprimant des grandeurs constantes ou variables

Si la dépendance fonctionnelle y = f (x) est telle que f est une expression analytique,
nous disons que la fonction f (x) est donnée analytiquement

1
[ Exemple2.7 f(x)=x>4+2x+2 x(t) = Egiﬁ2 + vot + X0

2
h(x)= x4—J|C—1' g(x) =5sinx +3,

L’expression analytique d"une fonction est, en fait, une expression des fonctions élémen-
taires (ou fonctions de bases) obtenue par des opérations usuelles comme dans le cas des
nombres : addition, soustraction, multiplication, ou division.

On peut hiérarchiser les fonctions numériques suivant leur degré de complexité, c’est a
dire suivant la difficulté (moyenne) a calculer 'image d’un élément quelconque.

— Aubas de I’échelle nous trouvons les fonctions qui n'impliquent que des additions et

des multiplications. Ce sont ces fonctions que nous avons qualifiées de "‘polynomiales’.

— Immédiatement au dessus, nous trouvons les fonctions pour lesquelles un calcul d’in-

verse (une division) est nécessaire. Ce sont les fonctions dites ‘'rationnelles” qui appa-
raissent comme des quotients de deux polyndémes.

— Viennent ensuite les fonctions nécessitant une extraction de radicaux, fonctions parfois

qualifiées "d’irrationnelles".

Alors on distingue les fonctions dites algébriques et les fonctions non algébriques

Définition 2.8 Une fonction est dite algébrique si sa valeur peut étre calculée pour n’importe
quelle valeur de la variable x, du domaine de définition, par un nombre fini des opérations algé-
briques élémentaires.

Les fonctions polyndmes, rationnelles et irrationnelles sont des fonctions algé-
briques.

Définition 2.9 Une fonction non algébrique est dite transcendante.

Les fonctions transcendantes usuelles sont les fonctions trigonométriques, hyper-
boliques, logarithmiques et exponentielles.
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Fonction polynome

C’est une fonction de la forme

y=f(x)=ax"+a, 1x" 14+ ayx +ap

ou ap,ay,- - - ,a, sont des nombres constants appelés coefficients; n est un entier positif
que l’on appelle degré du polynome. Il est évident que cette fonction est définie pour toutes
les valeurs de x, c’est-a-dire qu’elle est définie dans un intervalle infini.

O Exemple 2.8 :

1. y = ax + b est une fonction linéaire. Quand b = 0, cette fonction exprime une dépendance
entre x et y telle que ces deux variables sont proportionnelles. Quand a = 0,y = b, la
fonction est constante.

2. y = ax*+ bx + c est une fonction du second degré. Le graphique de cette fonction est une
parabole.

Fonction rationnelle

Toute fonction de la forme

est une fonction rationnelle, o P (x) et Q (x) sont des polynomes.
Le domaine de définition est ’ensemble des valeurs de x telles que Q (x) # 0.

2t — 2241
00 Exemple 2.9 f (x) = %

le domaine de définition est I'ensemble des valeurs de x telles que x # +2 . Alors le domaine de
définition est R— {—2,2} ou bien D = |—o0, =2[ U]—2,2[ U ]2, +oo|

\Jd
SRR

2x4—x241
Graphe de =5

est une fonction rationnelle, définie si x> — 4 # 0 donc

N
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Fonctions irrationnelles

On dit que la fonction y = f (x) est irrationnelle si f (x) est le résultat des opérations
d’addition, de soustraction, de multiplication, de division et d’élévation a une puissance
rationnelle non entiére.

[ Exemple 2.10 y = /x est une fonction irrationnelle définie si x > 0 alors R™ est le
domaine de définition.

0 Exemple 2.11 y = cette fonction est définie si x # letsi2x+1 >0

X2 —2x+1
) x—1
D =]-1,1[U]1,+oo|

le"
5-
6-
4-

Les fonction trigonométriques

B Fonction cosinus

f (x) = sinx estune fonction transcendante périodique de période 27, sin x = sin (x + 2k7) ;
keZ.

sinx est bornée —1 <sinx < 1etsinx = 0 pour x = k7.

B Fonction cosinus

f (x) = cos x est une fonction transcendante périodique de période 27, cos x = cos (x + 2k7) ;
keZ.

f (x) = cosx estbornée —1 < cosx <1,cosx =0six = (2k+1)

N[N
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B Fonction tangente
sin x

Elle est définie par f (x) = tanx = osx elle est périodique de période 7, tan (x) =
tan (x + k7).

La fonction tan (x) est non-bornée tan (5) = 4oo et tan (—5) = —oo et tanx = 0 pour
x = k.

tanx

B Fonction cotangente

. i COs X 1 ) )
C’est la fonction définie par cot (x) = —— = elle est aussi non bornée. Les asymp-
sinx  tanx

totes de cot (x) sont les droites x = k7r; k € Z

Fonctions exponentielles

Définition 2.10 La fonction exponentielle de base a est définie par f (x) = a* avec a > 0.

Pour a > 1 c’est une fonction strictement croissante et elle est strictement décroissnate
pour 0 <a <1
f(0)=a’"=1etona:

P
(a*)Y = a™V (2.3)
(ab)* = a*b*
a = 1
ax

Voici la courbe de 2* (courbe solide) et de 27 ( pointillée) :

le'A'
\ L
\\ 54
~
~~_1
f T T = + H—
3 2 -1 0 1 2 3
X

graphes de 2* et 27*
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La fonction f (x) = e* est un cas particulier avec e = 2, 7183, elle possede les mémes
propriétés précédentes.
e¥ x eV = e Y
e*/e¥ = eV
(€¥)" = e™ (2.4)
Verx = e

e*>0;VxeR

Fonction logarithme

Définition 2.11 On définit la fonction logarithme comme la fonction réciproque de la fonction
exponentielle (a*) ; on note f (x) = log, (x) et on lit : fonction logarithme de base a.

La fonction logarithme naturelle est la fonction In (x) fonctionn réciproque de e* ou la
primitive de 7
y=log, x <= x =a’ (2.5)

log,x = Inx etlog,,x = logx
On a les propriétés suivantes :

log, (x x y) = log, x + log, (y)
log, (x") = nlog, x

loga <;> = loga X = logay
log,1=0
log,a=1

X
log,a* = x
glogux = X

(2.6)

Pour passer de la base a a la base b il suffit de connaitre log,_ b :

D’ou:

AN O N BN
————+—
>~
o
o
B+
Y
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Fonctions hyperboliques

En mathématiques, on appelle fonctions hyperboliques les fonctions cosinus hyperbolique,
sinus hyperbolique et tangente hyperbolique.

Les noms de sinus, cosinus et tangente proviennent de leur ressemblance avec les fonc-
tions trigonométriques (dites « circulaires ») et le terme de hyperbolique provient de leur
relation avec I'hyperbole d’équation x> — y? = 1

Elles sont utilisées en analyse pour le calcul intégral, la résolution des équations diffé-
rentielles mais aussi en géométrie hyperbolique.

Une demi-droite passant par l'origine intersecte 'hyperbole d’équation x> — y?> = 1 au
point (sinh 6, cosh ) ot 0 est le double de l'aire algébrique de la surface délimitée par la
demi-droite, I’hyperbole et I'axe des x!

cosh

g2 [ 8mha X

Définition 2.12 Sinus hyperbolique : Définie comme étant la partie impaire de la fonction ex-
ponentielle, c’est-a-dire par
eX —e”

S1 X >

Définition 2.13 Cosinus hyperbolique : Définie comme étant la partie paire de la fonction ex-

ponentielle, c’est-a-dire par

eX+e "
coshx = ————

cosh x sinh x

Définition 2.14 Tangente hyperbolique : Définie par

sinh x e* —e*

tanh x = =
coshx eX+4e X

IExtrait de wikipedia
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’ 1%/_ ' 10% T
L + | + + } + T
} + + } + H— -1.0 -05 0.5 10
-2 f 2 4 X 1\)i X

_">__

tanh x coth x
. . . cosh x
Autres fonctions hyperboliques : cotangente hypebolique : cothx = sinh x
. , 1
cosecante hyperbolique : cschx = sinh xet secante hyperbolique : sech x = “oshx

sech x csch x

On a les indentités principales suivantes :

sinh(x £ y) = sinh x coshy £ cosh x sinh y
cosh(x £ y) = cosh x coshy =+ sinh x sinhy

sinh(—x) = —sinhx cosh(—x) = cosh x
cosh? x — sinh®x = 1 1 — tanh® x = sech® x

Classifications des fonctions

Fonctions paires et impaires

Définition 2.15 On dit qu'une fonction f(x) est une fonction paire si :

Vx €D, f(-x)=f(x)

Le graphe d"une fonction paire est symétrique par rapport a l'axe Oy : deux points d’abs-
cisses opposées ont méme ordonnée.
par exemple : les fonctions x*"

—
1 2 T N T T T T T ¥ T T T T T

,sin” x, cos x - - -
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Définition 2.16 Une fonction f(x) est impaire si :

VxeD, f(=x)=—f(x)

Le graphe d’'une telle fonction admet 'origine comme centre de symétrie.
par exemple : les fonctions x***1,sin(x), tan (x) - - -

T P

X X COS X

Fonction périodique

Définition 2.17 On dit qu’une fonction f(x) est périodique s’il existe un nombre positif T tel
que :

f(x) = flx+T)

T est la période de la fonction f(x).

Et on peut vérifier que si k est un entier quelconque kT est également une période de
f(x). Cependant lorsqu’on parle de période, on sous entend la plus petite de toutes les
périodes.

Les fonctions sin wx et cos wx sont des fonctions périodiques de période T =

Les fonctions tan wx et cot wx sont des fonctions périodiques de période T =

st |y

cos2x avecT =71t

Fonction convexe

Définition 2.18 On dit qu’une fonction f(x), définie sur [a, b] est convexe sur [a, b], si pour tout
couple (x1,xy) d’élément de [a, b] et pour tout A € [0,1],

fAxr+ (1= A)xz) < Af(x1) + (1= A)f(x2)
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FIG. 2.4 — Concavité

En observant que le point P de coordonnées :

X=2Ax1+(1=A)xg, Y =Af(x1) + (1= A)f(x2)

n’est autre que le barycentre des points Mj(x1,y1), Ma(x2,y2) affectés des coefficients A et

1— A, point d’abscisse X sur la droite M; M, , on voit qu’on peut écrire : f(x) < Y et1’arc
M; M; est au-dessous de la corde M; M. L'arc MM, est concave vers les y > 0 (figure 3).

Fonctions Monotones

Définition 2.19 On dit que la fonction f(x) est strictement croissante ou monotone croissante
sur U'intervalle [a, b] si :

Vx, > X1 — f(xz) > f(xl) < f(x2) —f(X1) >0

Définition 2.20 Une fonction est croissante sur [a, b] si :

Yy > x1 = f(x2) = f(x1) <= f(x2) = f(x1) 2 0

Définition 2.21 Une fonction f (x) est strictement décroissante ou montone décroissante sur
[a,b] si:
Vxy > xp :>f(XQ) <f(x1) <:>f(x2) —f(X1) <0

Définition 2.22 Une fonction elle est décroissante si :

X >3 = f (%) < f(n) & f(x) - f(an) <0

O Exemple 2.12 :

1. f (x) = x? est croissante sur [0, +-00]

<Y
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En effet :
Soient xp,x1 € [0, 400 et x > x1.

fx2) = f(x1) =25 —xF = (x2+x1) (%2 — x1)
Xp +x1 > et xp —x1 >0 donc f (x2) — f(x7) > 0.

2
2. f(x)= p est décroissante sur 0, +00]

Y10

N A O

Soient x;,x1 € )0, +o0[

Six22x1:>£<£<:>f(xz)§f(x1)

X2 X1

Fonctions bornées, Extremums

Soit y = f (x) une fonction définie dans un domaine D

Définition 2.23 On dit que f est majorée sur D, si f (D) est une partie majorée de R, c’est i
dire : f majorée sur D si
IMeR,VxeD,f(x) <M

Dans ce cas, on appelle borne supérieure de f sur l'intervalle D, noté sup (f) , le plus
D

petit majorant de f.

Définition 2.24 On dit que f est minorée sur D, si f (D) est une partie minorée de R, c’est a
dire : f minorée sur D si
dmeR,VxeD,f(x)>m

Dans ce cas, on appelle borne inférieure de f sur I'intervalle D, noté igf (f),le plus grand
minorant de f.

Définition 2.25 On dit que f est bornée, si f est a la fois majorée et minorée.
f est donc bornée s’il existe deux réels M et m tels que

VxeD:m< f(x) <M

Soient f et ¢ deux fonctions définies sur le méme domaine D

1. La fonction f est bornée si et seulement si | f|est majorée : |f (x)| < M, Vx € D
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2. Si f et g sont majorées, alors (f + g) est majorée et

sup (f +8) < sup (f) +sup (g)
D D D

O8]

. Si f et g sont minorées, alors (f + g) est minorée et

inf (f +¢) > inf (f) +inf (f)

4. f est majorée si et seulement si (— f) est minorée : igf (=f) = —sup(f)
D
5. f est minorée si et seulement si (— f) est majorée : sup (—f) = — igf (f)
D

6. Soitun réel a > 0,Si f est majorée, alors af est majorée et sup (af) = asup (f)
D D

N

. Si f est minorée, alors a f est minorée et igf (af) =« igf (f)

Qo

. Si f et sont bornées sur D alors Va, f € R (af + Bg) est bornée sur D.

Définition 2.26 Soient f une fonction définie sur le domaine D et xg € R
On dit que f présente un maximum global en xo siVx € D : f (x) < f (xo)

Définition 2.27 Soient f une fonction définie sur le domaine D et xg € R
On dit que f présente un minimum global en xo siVx € D : f (x) > f (xo)

@ Dans I'un de ces deux cas, on dit que f présente un extremum global en xg

~— Remarque 2.2 .

1. f présente un maximum global en xyp <= sup (f) = f (xp) . On dit que f atteint
D
sa borne supérieure en xj.

2. f présente un minimum global en xy <= igf (f) = f (x0) . On dit que f atteint sa

borne inférieure en x.

4
x2 44

4
D x% > —- inf(f) =
OnaVx e R:x _Odoncx2+4>0:>1% (f)=0

<l=sup(f) =1
R

00 Exemple 2.13 Soit f (x) =

de plus, x2+4>4doi :x2 i

Finalement, f (x) est bornée et 0 < <1

x2 44
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Construction des fonctions

La plupart des fonctions qu’on rencontre sont construites a partir des fonctions simples.
Ce processus de construction est réalisée en utilisant ’arithmétique et d’autres opérations.

Pour une ou de plusieurs fonctions données on peut par combinaison trouver des autres
fonctions

Construction par opérations élémentaires

On a noté que les fonctions peuvent additioner (f + g), soustracter (f — g), multiplier
(f x g),oudiviser (f/g) entre eux, ces opérations nous donnent des autres fonctions :

1. Addition:h = f+g

h(x) = (f+8) (x) = f(x) +8 (%)

2. Soustraction:s = f — g

3. Multiplication par un nombre : si « est un réel et f (x) est une fonction donnée :

| s(x) = (f=8) (x) = f(x) =g (x)
| (af) (x) = af (x)

4. Combinaison linéaire:Si fi (x), f2 (x),-- -, fu (x) sont des fonctions données, et ay, - - -
des réels, alors on peut construire une fonction de la forme

f(x) = afi (%) +aafa (%) +- -+ anfu (x)
5. Multiplication:m = f x g
m(x) = (f xg) (x) = f(x) xg(x)

f

6. Division: d =

[0 Exemple 2.14 f (x) = v/x, g(x) =1 —x
(F+8) () =VErvi-z

f
(fg) (x) = Vx x V/1—x (f;)(x): X
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0.0 —+—1— + + + t t + + +—H—
00 0.1 02 03 04 05 06 07 08 09 10X

Composition des fonctions

Définition 2.28 Soit f (x) et g (x) deux fonctions a une méme variable réelle x. On appelle fonc-
tion composée de f et g la fonction h (x) définie par :

h(x) = (fog)(x)=f(g(x)).

X—— g — ¥ f f(a()

en effet si on pose t = g (x) alors h(x) = f(g(x)) = f (t), donc (f o g) (x) est 'image
par f de l'image par g, tandis que (go f) (x) = g (f (x)).

0 Exemple 2.15 soztf(x) = \/Eetg(x) =1-x2
flog) (x) =f(g(x)) = V8 (x) =VI-x
(g0 f) (x) =g(f(X)) =1—f2(x) =1-(Vx)’=1-x

Translation

Soit y = f (x) une fonction donnée. Si on ajoute a f (x) une constante k alors le point
My (x0,Y0) se déplace vers le point M; (xo,yo + k) par suite la courbe de f (x) subit une
translation verticale.

Mais si on ajoute une cosntante & x, le point M (xo, yo) se déplace vers My (xo + h, f (xo + h))
alors la courbe subit une translation horizontale.

0 Exemple 2.16 f (x) = x?
Les courbes de x* + 1, x2 —1,x%2 42, ... sont translatée verticalement
Les courbes de (x + 1) ,(x — 1)2 , ... se translatent horizontalement
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A
Q/ y 150
1 100
0
} } } + } H— -
\__ / ] )1 10 5 0 5 1OX

Les courbes de x2 + 3, x% et x> — 2 courbes de x?, (x+ 4>2 et (x — 4>2

“
\

'
B
o

Fonction définie par parties

Définition 2.29 Une fonction définie par parties ( ou par morceaux) est une fonction dont la loi
de correspondance differe selon les valeurs de la variable indépendante.

[ Exemple 2.17 La fonction valeur absolue est une fonction définie par parties

x si x>0
—x si x<0

£ =1+ = {

[ Exemple 2.18 Soit la fonction

—x+1 si x <0
g (x) = x+1 si O<x<1
—x24+1 si 1<x<?2

4 si x>2

Notion de limite

La notion de limite d’une variable va jouer un role fondamental, étant intimement liée
aux notions de base de I’analyse mathématique : la dérivée, I'intégrale, etc.

Chercher la limite d"une fonction, c’est de déterminer si cette fonction s’approche d'une
valeur particuliére lorsque la variable prend des valeurs extrémes au voisinage des points
bien déterminés. Dans cette définition tres intuitive, deux notions restent a définir avec pré-
cision : la notion de « s’approcher » et celle de « valeur extréme ».
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Historiquement, les mathématiques se sont d’abord intéressées aux limites de suites :
on cherchait a savoir si, pour les grandes valeurs de l'indice, les termes de la suite se rap-
prochaient d’une valeur particuliere, c’est-a-dire si, a partir d"un certain rang, on était aussi
proche que I'on veut de cette valeur particuliére. La notion « étre proche » signifie alors «
étre dans un voisinage arbitrairement choisi ».

Pour pouvoir manipuler la notion de limite et I’exploiter sans erreur, il a été nécessaire
de la définir de maniere plus précise et plus formelle.

Voisinage d"un point

Définition 2.30 On appelle voisinage, de module 6 (infiniment petit) du point My (xo,yo) 'en-
semble des points M (x,y) tres proches du point My, c’est-a-dire la distance MM est inférieure
ou égale a é.

Souvent on choisit le voisinage du point My comme un cercle de centre M et de
rayon J, mais le voisinage peut étre en n'importe quelle forme géométrique.

Si les points M et My sont caractérisés par les vecteurs

— — —
OM=x1i +yj
— —

— : : (2.9)
OMy=xp i + Yo ]

alors que le vecteur MoM = (x —x¢) i + (y —yo) j estle vecteur joignant ces deux point
et son module est égal a la distance entre M et M soit :

4 (M, My) = | Mob | = v/ (x — x0)* + (v — 90)? (2.10)

Si cette distance est infiniment petite c’est-a-dire d (M, My) < ¢ alors M se trouve au voisi-
nage de My et dans notre cas les points du voisinage de M sont a I'intérieur du disque (Fig.
5) de centre My et de rayonr = ¢ :

(x —x0)* + (y — yo)? < 82 (2.11)

AN

FIG. 2.5 — Voisinage

Si le point M est un point d’un axe (soit x'Ox), le voisinage de M est donc le segment
(a,b) de centre xo; Mo (x0)

Mo

£ &

MO'E' M0+ e
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Tangente

Tangente vient du latin fangere, toucher : en géométrie, la tangente a une courbe en un
de ses points est une droite qui « touche » la courbe au plus pres au voisinage de ce point.
La courbe et sa tangente forment alors un angle nul en ce point.

La notion de tangente permet d’effectuer des approximations : pour la résolution de
certains problemes qui demandent de connaitre le comportement de la courbe au voisinage
d’un point, on peut assimiler celle-ci a sa tangente. Ceci explique la parenté entre la notion
de tangente et le calcul différentiel.

v

=

FIG. 2.6 — Notion de tangente

Considérons une courbe (C) d’une fonction y = f (x) et soit P (xo,y0) et Q (x1,y1) deux
points de (C) (Figure 6). La pente de la droite passant par P et Q est définie par :
_y1—Y
Q= X1 — X0
Cette droite coupe la courbe (C) en deux points. En déplacant le point Q vers le point P,
la droite change sa pente et lorsque Q sera au voisinge de P, la droite presque touche la
courbe, donc elle est tangente a (C). La valeur de pente de la droite PQ, dans ce cas, prend
une valueur qu’on I'appelle valeur limite. On note lim mpg = m.

Q—P

|:| Cette notion, de limite, peut étre généralisée pour les fonctions.

Notons, d’autre part, qu'a coté de cette notion de limite on parle aussi de la notion de
vitesse du déplacement du point Q vers le point P, et qui sera 1’objet du chapitre suivant.

Limite en un point

Dans le paragraphe précédent, on a traité la notion de la limite du point de vu géomé-
trique. Le déplacement du point Q (i1, x1) vers P (xg, yo) s’accompagne du deplacement des
cooredonnées (y1,x1) vers les coordonnées (xp, o) . Dans la suite, on va discuter la valeur
que peut atteindre y = f (x) lorsque la valeur de x tend vers une valeur fixée xo.

Définition 2.31 Soit f(x) une fonction de la variable x définie sur l'intervalle [a,b] sauf even-
tuellement pour la valeur xo . On dit que f(x) a pour limite ¢ lorsque x tend vers xo. Si, pour tout
voisinage (Vy) de ¢, de module €, on peut associer un voisinage (Vy) de xo de module ¢ tels que,
pour x € Vo on aura f (x) € Vy, ¢a veut dire que la valeur de f (x) est proche de ¢ autant que la
valeur de x est proche de x
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Autrement dit :

f(x) tend vers une limite ¢ lorsque x tend vers xj si, a tout nombre positif ¢
infiniment petit, il est possible de faire correspondre un nombre § > 0 tel que si
|x — x| <6 = |f (x) — ¢] < € eton utilise les notations suivantes :

Ve>0,30 >0, |[x—xo| <= |f(x) 4| <e (2.12)
ou, plus simplement, on écrit :
lim f (x) = ¢ (2.13)
X—X0

Interprétation graphique de la définition de limite

Soit (C) le graphe de la fonction f(x) (figure 7) et soient deux droites D et D’ paralleles
a Ox et d’ordonnées ¢ + ¢ et £ — ¢ et deux droites A et A’ paralleles & Oy et d’abscisse xg — &
et xg + 4.

/ ©

e

Xo- d Xo Xot+ d
FIG. 2.7 — Interprétation géométirque de la limite

La définition de la limite ci-dessus signifie que le nombre € étant donné, il est possible de
déterminer le nombre positif 6 de sorte que tout point de la courbe C situé entre les droites
A et A’ soit également situé entre D et D'.

[J Exemple 2.19 Soit la fonction f(x) = 2x —1; Si xg — 2 => f(x) — 3. Supposons que
nous choisissons ¢ = 10~°, quelle valeur correspond pour § ?

f(x) =3 <= |f(x) —3| < e soit |2x — 4| < e donc |x — 2| <§

p o € .
Par conséquent chaque valeur inférieure a 5 convient pour 9.

Limites a gauche et a droite

Considérons un point xo de I’axe réel (figure 8), tout point x a gauche de x( est plus petit
que Xo.

Xo

———— .

+

X® X; X® X,

FIG. 2.8 — Limites a gauche et a droites

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 38 Dr. N. A. Assaad

Quand x se déplace vers xo on dit que x tend vers xg par valeures inférieures a xo on
note :
X — Xy <= X— X, X <X

De méme pour les points a droite : x tend vers xg par valeur supérieures :

X —Xg ==X —X0; X > X

Une fonction peut avoir deux limites différentes lorsque x tend vers x( par valeurs supé-
rieures a xo (limite a droite) ou par valeurs inférieures a x( (limite a gauche ).

lim f(x) = ¢4 limite & droite
X—*Xa’

lim f (x) = ¢, limite a gauche
X=Xy

(2.14)

On dit que la fonction f (x) admet une limite ¢ au point x si, et seulement si,
{ = {1 = ¢y 'est-a-dire si :

lim f(x) = lim f(x) = lim f (x) (2.15)

x—Xx x—Xx, X—Xo

[0 Exemple 2.20 La fonction f (x) =1+ ‘i’ ; f(x) est défini ¥V x # 0.

Six > Oalors x tend vers zéro par valeurs positives et |x| = x nous avons :

lim f(x)=14+1=2

x—07t

Si x < 0alors x tend vers zéro par valeurs négatives et |x| = —x nous avons

lim f(x)=1—-1=0

x—0~

Les limites a droite et a gauche pour la valeur O sont distinctes. donc f (x) n’a pas une limite
au point 0.

Extensions de la notion de limite

Définition 2.32 On dit que la fonction f(x) tend vers l'infini lorsque x tend vers x, si en don-
nant a x des valeurs assez proches de xy on rend f(x) aussi grand que I'on veut .

Plus précisément, si nous désignons par A un nombre positif arbitrairement grand nous
dirons que f(x) tend vers +oo lorsque x tend vers xg si, V A > 0 arbitrairement grand, il est
possible de trouver un nombre § > 0 tel que :

lx —xo| <6 = f(x) > A<= lim f (x) = 4o (2.16)

X—X0
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De méme f(x) — — oo, lorsque x — xp si, a toute valeurs A > 0 et arbitrairement
grande, on peut faire correspondre une valeur 7 telle que :

lx —xo| <= f(x) < —A <= lim f (x) = —o0 (2.17)

X—X0

~— Remarque 2.3 N

L'écriture lim f (x) = +ocone signifie pas que la limite de f (x) existe et égale a +co, car
X—Xo

-+00 n’est pas un nombre bien défini, autrement, il n'y a pas un nombre réel +oco, mais
on dit que lorsque x se rapproche de xg,la valeur f (x) devient arbitrairement grande et
positive.

De méme lim f (x) = —oo, la valeur f (x) devient arbitrairement grande et négative si
X—X0

x est proche de xg

\. J

Asymptotes

1
Considérons la fonction f (x) = = On remarque que si x — a*t, f(x) — +oo et

f (x) — —ooquand x — a~, dans les deux cas la distance entre la courbe de f (x) et la droite
x = a devient de plus en plus faible en se rapprochant de xy = 4. On dit que x = a est une
asymptote verticale de f (x) .

De méme si ;}I—{Ic}o f(x) = b,ondit que y = b est une asymptote horizontale de f (x) .

Remarque 2.4
FJne fonction peut avoir des asymptotes verticales, et horizontales en méme temps.

, x+3 4 . .
[0 Exemple 2.21 La fonction f (x) = z * 1= 1+ L1 *comme asymptote verticale la droite
x =1 etladroitey =1 est une asymptote horizontale
10T
y |
5__
Tt ————————
10 -8 6 -4 -2 2 4 6 8 10
_\- P
-5
-10-+-
_x+43
fx)=35

Plus généralement, les fonctions peuvent avoir des asymptotes obliques ou parfois des
courbes comme asymptotes. L’asymptote détermine la direction suivant laquelle la fonction
augmente indéfiniment.
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[0 Exemple 2.22 La fonction f (x) =

x> —3 E
2x —4 2 2

Verticale : x = 2 et oblique la droite y = % +1

—4° deux asymptotes :

y A

o
;

N

Théoreme 2.2 (Propriétés des limites) Soient les deux fonctions d'une méme variable x :
f(x) et g(x) telles que :
lim f(x) =€ et lim g(x) =m
Dans ces conditions on a les propriétés suivantes : (qui se démontrent sans difficultés)
lim [f (x) + g (x)] = lim f(x) + lim g (x) = £+m
lim [f (x) — g (x)] = lim f(x) — lim g (x) = £—m
lim [ax f (x)] = ax lim f(x) =ax{ .
lim [f (x) x g (x)] = lim f(x) x lim g (x) = £xm
lim f (x)
tim |L6] S = im0
x=x |g(x)]  lim g (x)
X—X0
Remarque 2.5
Si xhnx\ f(x) = 0 et g(x) est bornée sur un voisinage de xp alors on a :
—X0
tim [f (x) x g (x)] =0

[0 Exemple 2.23 Soit f(x) = xsin (i)

x—0

en effet :

1
Vx € Rona—1 <sin(x) < 1et il en est de méme sin <x> .

on a lim x sin (i) =0
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Echelle de comparaison

dnx Inx (n \fo K x 00 X X 100X
- Si f (x) > g(x), c'est-a-dire f (x) est a droite de g (x) alors :
lim f(x) =400 et lim g(x) =
x—+oo ¢ (X) x—+teo f ()
Par exemple :
. x . X . 5100

xkr—{loo 27 =0 xEI—&l}oo Inx - xEr—Poo 100~ =0

- Sif(x)<g(x) <h(x) etlim f(x)= lim h(x) = ¢ alors lim g (x) =/
X—X0 X—Xq X—X0

[1 Exemple 2.24 On désigne par E (x) = | x| la partie entiere du réel x,
Calculer lim EE (Z) ,onta € R*etb € R.

x—0

Pour tout réeluona:u—1< E(u) <u,doi
Vxe]R*,b—1<E(b)§b
x x x
et, par suite,
b b
Vx>0,b—x<xE o <b et Vx<0,b<xE po <b-—x

On en déduit : lim xE <z) = b, puis

x—0
lim EE <b> = 1lirn xE <b> = 9
x—0d X a x—0 X a

N . sinx sin x
[ Exemple 2.25 Soit a chercher : hné 5 etona:cosx < — < 1
X—
. . . . . sinx
six — 0:cosx — ldonc:lim1 = limcosx = 1, par suite : lim —— = 1.
x—0 x—0 x—0 X

En effet :

Considérons le cercle de centre O etfde rayon 1,et ﬂit x la mesure du secteur m,
onadoncsinx = BM ,cosx = OBet tanx = AC

Soit Sy I'aire du triangle MOA : S = 30A X MB =} x 1 x sinx = Jsinx
Soit Sy I'aire du secteur MOA : S3 = 30A x AM = 1 x 1 x x = 1x
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ol A,Z\\/I =0AXx=x
et soit Ss 'aire du triangle COA : S, = JOA x AC = § x 1 X tanx = } tanx
Il est claire que S; < Sy < Sz, alors sinx < x < tan x ou bien :

X 1 sin x
<= cosx <

: <1
sinx  cosx

Limites de fonctions usuelles

Dans la suite 4,1, a, B sont des réels positifs eta > 1

1. Puissance de x, pour n > 0 :

(@) lim x" = +o0 (d) lim x*" = 4c0 (g) lim x~ (@) = _oo
+ & 0
X— 100 X——00 x—0—
1 —_n _
(b) lim x = () lim ¥ = —co () Tim (14 kx)!/* =
1 —n _
0 Jip = o - ey
(f) im x 2" = 400 (i) lim (14 =e
x—0— Yy—too

2. Fonctions exponentielles :

(a) lim af* = oo (d) lLim a P = ab*
X——00

= : ® tm 5 =0
. . a” —
(b) XEIEIOO abx =0 (e) chlil’(l] 2 =Ina (h) xLiI};loo x"a—Bx =
(© lim a—f* = © lim %~ o () lim x"af* =0
x——+00 x——oo x% x——00

3. Logarithme :

a) lim (Inx) = —o0 ) In x)P In (x)
()xHOJr( ) (c) xETw(x”) =0 (e) chlir%x_l—l
. - . In(1+x) . " B\
(b) lim (Inx) = +o0 (@ lim =2 =1 ®) lim (x (Inx) ) =0
4. Fonctions trigonométriques :
(a) lim 2% — 1 (d) lim 20% — 4 (8 lim tanx = —oco
x—0 X x—0 X X——7
(b) lim 1—cosx _ 0 () lim tanx = —co (h) lim tanx = co
30 x - x—+27F x——Z"
. l—cosx 1 (f) lim tanx = oo
O =2 rt
5. Fonctions hyperboliques :
(b) lim coshx = +oo g ¥
()x;rﬂ;lootanhx—jzl () lim XX =1 (g) lim &Sy —1 _1
¢ x—1>:i:oo a ¢ x—0 X N & x—0 x2 2
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Formes indéterminées

Dans certains cas, les théoremes précédents, relatifs a la limites d"une somme, d"un pro-
duit, d"un quotient ou autre ne permettent pas de conclure la valeur de la limite ; 'expression
considérée se présente alors sous forme dite ” forme indéterminée.

Ces formes sont :

On dit qu’on a levé I'indétermination lorsque 1’on a trouvé la limite.

(e¢) . 2 sz :
Les formes — = O et 0 = ose présentent comme indéterminées puisque 0 X co est une
(e ©)
forme indéterminée.
Le tableau ci-dessus sera général si on précise les cas particuliers ot les limites de f(x)
et ¢ (x) sont infinies ou nulles.

Sif(x) = |etg(x) = | f(x)+g(x) = | f(x) xg(x) = | L} —
o m (e8] (0] o0

V4 1) 00 1) 0

400 —00 00 — 00 : indét. —00 indét.
0 00 00 0 X oo : indét 0

00 0 00 oo X 0: indét. 00

0 0 0 0 indét.
400 400 400 400 s indét.

Il est impossible & priori de prévoir le comportement du rapport f(x)/g (x) qui est une
forme indéterminée .
Dans le cas d’indétermination, une étude directe permet de lever I'indétermination.

Quelques techniques de calcul algebrique des limites
— Mise en facteur du terme prépondérant

On classe les termes par ordre décroissant de prépondérance, puis on met le prépon-
dérant en facteur. Puisqu’on a mis le terme prépondérant en facteur, la parenthese
commence par 1 et continue par des termes tendant vers 0.La parenthése tend donc
vers 1 et I’expression vers co.

[ Exemple 2.26 lim (x —1—¢")

xX— 400

Pour x — o0 on aura une forme indéterminée (oo — co)

On classe les termes par ordre décroissant de prépondérance : —e* 4+ x — 1

On met le prépondérant en facteur e* (—1 4 xe™* —e™")

Ona:lim e* = lim xe * =0

X— 400 xX——+00
et lim (—14+xe*—e™)=-1
X—+00
de plus lim e* = 40
xX— 00
Soit finalement : lim (x —1—e*) = —oc0

X—-+00
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-1
[ Exemple 2.27 Trouver lim S S -
x—+4oco ]l 4+ X —e ¥

Ny ., (00
Pour x — 400 on aura uneforme indéterminée <7>
(0¢]

x-1  x-1 x(1-1/x) et 1-1/x
I+er—e ™ e¥+l—e* e (14+e*—e2) 1+e ¥ —e 2
. 1-1
szx—>—|—oo:f—>0,e*xete*2x—>0:>—/x—>1

x 1+e¥—e 2
lim xe7* =0
X——+00
—1 1-1
s fim 1 fimoxer LYY g1
x—to0 14X —e ¥ x—te 1+e*—e 2
— Factorisation

Dans le cas des fonctions rationnelles dont le numérateur et le dénominateur conte-

Q(x)

avec a est

nant de termes en (x — a) . c’est-a-dire si f (x) est de la forme f (x) =

une racine de P (x) et Q (x).
Apres factorisation on simplifie par (x — a)k

X3—€l3

00 Exemple 2.28 f (x) = o

pour x = a, f(a) se présente sous la forme indéterminée g .
Cependant x*> —a® = (x — a) (x> + ax + a?)
s fx) = (x —a)(x® + ax + a?)

(x —a)

=x2+ax+a’et f(a) = 3a>.

3x° =102 +x+6

OE le2.29 li =2

xemple 229 I ¥ _x—15

lim (3x* —10x% +x+6) =0

x—+3

lim (2x*> —x—15) =0

x——+3

3x3—10x2+x—|—6_(x—l)(x—3)(3x—|—2)_3x—i—2(x_1)
2x2—x—15 (2x+5) (x —3) © 2x+5
3x3 —10x%> + x + 6 (x—1) (Bx+2)

li = li =2

s 22— x—15  xoms 2x 45

— Quantité conjuguée

Dans les cas ott on a une forme indéterminée des fonctions contenant des termes :

Vh(x)£g(x) ou/h(x)+£ /g (x)on peut enlever I'indétermination en utlisant la

technique de la "quantité conjuguée”

[ Exemple 2.30 soit a calculer lim 44 (x4+1)* = (x+ 1))

X—-+00
Si x — 400 on aura une forme indéterminée : 00 — oo.
Pour éliminer I'indétermination, on multiplie et divise par I’expression conjuguée :

44 (x+1)2+ (x+1)
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F(x)=4/4+ (x+1)* = (x+1)
( 4+(x+1)2—(x+1)> ( 4+(x+1)2+(x—|—1)>

2

44+ (x+1) "+ (x+1)
A (1) - (x+ 1) 4

VaA+ (x+1)2 + (x+1) 44 (x+1)%+ (x+1)
Alors lim f(x)=0

X— 00

[ Exemple 231 f(x) =+vx+1—+/x—1

lim () = fim WXFIZVECD (VxdlHve—d)

x—00 x—-too Vi+1+vVx—1
(x+1—-(x—-1)) . 2

= lim = lim —
ot \/x +14+Vx—1 xotoy/x+1+/x—1

[0 Exemple 2.32 Soit f (x)

Flx) = \/1—x;\/1—|—x

C (V1—x—V1+2x) (VI-x+V1+x)
x(V1—x+V1+x)

_ V1—x ; Vit x’ et on demande de calculer lirr(l)f (x).

(I1-x—(1+x) _ 2
x(VI—x+V1+x) Vi+1+v/1—x
. L -2 _
chlg(l)f(x)_alc%\/x—kl—kx/l—x_ !

Continuité

Lorsqu’ on trace un graphe représentant un phénomene, par exemple la variation de
la distance (x) traversée en fonction du temps (), on fait connecter les points mesurés
Qi (i, x;) par une courbe ininterrompue (figure 9) pour déterminer aussi les coordonnées des
points non mesurés.

X(t)

T + T + T + T + T + T + H—
t

F1G. 2.9 — Courbe continue

Dans ce cas on a assimilé la courbe comme continue par suite la fonction est considérée
continue, c’est-a-dire, la fonction ne passe pas d'une valeur a une autre sans prendre les
valeurs intermédiaires.
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Continuité en un point

Pour bien comprendre la notion de continuité, on va tout d’abord définir la continuité
en un point :

Définition 2.33 On dit que la fonction f(x) est continue pour la valeur xo (ou au point xg) si :
— f(x) est définie pour x = xo c.a.d f(xg) existe.
— f(x) — f(xo) lorsque x — x

f (x) est continue au point xo <= lim f (x) = f (xo) (2.19)

X—X0

Par exemple f (x) = x? + 1 est continue au point xg = 0. En effet lirr(l) (x24+1) =1 et
xX—
f(0)=0>+1=0 donc:ling)f(x) = f(0)
X—

Mais on a noté qu'une fonction f (x) admet une limite en un point si les limites de cette
fonction a gauche et droite sont égales et puisque la continuité en un point dépend de la
valeur de la limite dans ce point donc il faut que la fonction soit continue a gauche et droite
de ce point.

— continuité a gauche <= lim f (x) = f (x;)

X=Xy
— continuité a droite <= lim f (x) = f (x5)
x—>x0

— continuité dans le point xg <= lim f (x) = f (x5 ) = xlir}r;f (x) = f(x5) = f (x0)
—Xo

X=X

Théorémes de continuité

Théoreme 2.3 Les propriétés des limites conduisent aux conclusions suivantes :
— Si f(x) et g (x) sont deux fonctions continues au point x, il en est de méme de les fonc-

tions: f(x)+g(x);ax f(x); f(x) x g(x);etde éj:((i)) si g (xg) # 0.

— Si une fonction f (x), définie ou non en xo, admet deux limites finies et distinctes suivant

que x tend vers xo par valeurs positives ou négatives, on dit que f présente en xo une
discontinuité de premiere espece et f(x) présente un saut d’amplitude

Af = f(xg) = f (x)

(figure 10).

) - \

')

FIG. 2.10 — Saut d’amplitude
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. sin x , oo , .
[l Exemple 2.33 La fonction f (x) = ’x| a une discontinuité de premiére espéce au point

x =0, ot la limite a droite est +1 et a gauche —1 : elle présente un saut de Af (0) = 2

y 1.0-‘

05T

Graphe de %

Prolongement par continuité

Soit f (x) une fonction qui est définie sur |a, b[ sauf en xy € ]a,b|. Si f (x) admet une
limite L quand x tend vers xp a gauche et a droite mais L # f (xg) , alors, f (x) n’est pas
continue au point x9.On peut conventionnellement importer une fonction g (x), telle que
¢ (x) = f (x) en tout point de ]a, b] sauf au point x( et on donne a g (x) la valeur L au point
xo, f (x) se trouve ainsi prolongée par continuité en x.

Définition 2.34 On dit que la fonction g (x) est le prolongement par continuité de f (x) et g (x)
est définie de la maniére suivante :

g(x)_{f(x) si X # Xo

o L si x=xp

[0 Exemple 2.34 Soit f (x) = 5129(

sin x

On a lim
0

X—

=1 mais f (0) est de la forme 8 indéterminer, par suite f (x) a une limite

au point x = 0 cette limite est L = 1 mais f (0) n’existe pas. On peut poser :

sin x
si x#0

g(x) = X
1 si x=0

une fonction continue au point x = 0 et elle est le prolongement par continuité de f (x) .

Continuité sur un segment

Définition 2.35 Soit [a, b] un segment sur lequel la fonction f (x) est définie. Elle sera continue
sur [a,b] si:

— Elle est continue en tout point x de l'intervalle ouvert |a, b|.

— Elle est continue a gauche de a et a droite de b.
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Propriétés

Théoreme 2.4 Toute fonction f(x) continue sur [a,b], est bornée c’est—a—dire : ¥ x € [a, b] il
existe m et M telles que m < f (x) < M.

Théoreme 2.5 Si f(x) est bornée pour x € [a,b] et de plus continue sur [a,b)], elle atteint sa
borne supérieure .

Théoreme 2.6 Toute fonction f(x) continue sur [a,b] prend au moins une fois toute valeur A
compris entre m et M.

Théoreme 2.7 Une fonction ne peut changer de signe qu’en s’annulant ou en cessant d’étre
continue, et si f(a) < 0et f(b) > 01'équation f(x) = 0 admet au moins une racine comprise
entre aet b, (figure 11).

Théoreme 2.8 Une fonction f (x) est continue par morceaux sur un intervalle 1 si elle admet
en chaque point de I une limite a droite et une limite a gauche.

Théoréme 2.9 Si la fonction g(x) est continue pour x = xy et si la fonction f(g) est continue
pour § = go = §(xo) alors la fonction composée (f o g) (x) est continue pour x = x.

a

me f(a) Y ./ ® X

FIG. 2.11 — Continuité sur un segment

Fonction inverse ou réciproque

Supposons que f(x) est une fonction continue et monotone croissante sur [a,b] . Dans
ces conditions f(a) est le minimum et f(b) le maximum de f(x) sur [a,b] . Il est évident
qu’a tout yo vérifiant f(a) < yo < f(b) correspond une seule valeur xy comprise entre a et
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b et telle que yo = f(xp). Cette correspondance iy — xo réalise une application du segment
[f(a), f(b)] sur le segment [a, b] nous l'appellerons fonction réciproque ou inverse de f et
nous noterons : x = f~1(y)

Ainsi :

y=f(x)eta<x<b<=x=f(y)etf(a) < y< f(b) (2.20)

On démontre sans difficultés que la fonction f~!(y) est également continue et monotone
croissante sur [f(a), f(b)].

Les fonctions f et f~! sont inverses I'une de l'autre et la fonction composé f o f~1
est l'identité :

(fof X)) =(fTof)x)=x (2.21)

Soit M(x,y) un point du graphe de la fonction y = f(x) rapporté a un systeme d’axes
rectangulaires sur lesquels on a choisi une méme unité de longueur (figure 12).

y 10T
T /
05T =4
- -
—-— - -
L " 1 1 1 -— ’I " 1 1 1 |
|l M T T M T M T - M T M T T T 1
10 -08 -06 D4— T2 02 04 06 08 10
- X
- - 4
_ 05

/

10+

FIG. 2.12 - Courbes de f (x) et f 1 (x)

Le point M’ d’abscisse y et d’ordonnée x appartient sur le graphe de la fonction inverse
f~1(x) : les graphes de deux fonctions inverses sont symétriques par rapport a la premiére
bissectrice.

Fonctions trigonométriques inverses
Fonction Arcsinus

La fonction sin x est définie, continue et strictement croissante de —1 a +1 sur l'intervalle
T T
[_E ‘2 | T
et prendra ses valeurs sur le segment [— o E]' On la désigne par la notation : arcsin x

. Sa fonction inverse : arc dont le sinus est x sera définie sur le segment [—1, +1]

y=arcsinx <= x=siny; —1< x<1,--<y< (2.22)

N[
N[

On désigne parfois par arcsinx 1'un quelconque des nombres dont le sinus est x ainsi
1
Arcsin(i) = % alors que arcsin(1/2) = /6 + 2krt.

Des variations de la fonction sin x on déduit celles de arcsin x.
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Variation de sin x Variation de arcsin x
X _T” 0 % X —1 0 1
sinx | =1 70| 1 arcsinx | =2 | /| 0| / 7

Fonction Arccosinus

La fonction cos x est définie continue et strictement décroissante sur le segment [0, 7]
ou elle décroit de +1 a —1 sa fonction inverse : arc dont le cosinus est x est une fonction
continue et décroissante sur le segment [—1,+1] et prend ses valeurs sur le segment [0, 77 ;
on désigne par la notation arccos x :

y=arccosx <= x=cosy;0< y< 7 (2.23)

Des variations de cos x on déduit les variations de arccos x

Variation de cos x Variation de arccos x
x 0 Z T X -1 0 1
cosx [ 1[N, |0 |\, -1 arccosx | T | N\, | 5 |\, 0
y 1 y 3

Fonction Arctangente

. e . . . T
La fonction tan x est définie, continue et strictement croissante sur | — 5 E[ et prenant

des valeurs dans l'intervalle | —oo ,+-o0 [. Sa fonction inverse : arc dont la tangente est x , est

définie continue et strictement croissante dans l'intervalle | —co, 40 [ et prend ses valeurs
T
On désigne par la notation arctan x :

dans l'intervalle

y = arctanx <= x = tany et—g <y< g (2.24)

Des variations de tan x on déduit les variations de arctan x.
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Variation de tan x ’ Variation de arctan x ‘
-7 T
X —_— 0 — X —00 0 I
2 2 T T
tanx | —co | /| 0| 7 00 arctanx | — > 1o/ >

14+
f f f -
-4 2 2 4
X
1+
La fonction arccot x, peu utilisée, se définit aisement du seul fait que :
cotx = (2.25)
tan x
y Y &
at
! 1.0
21 05
— f f H— | F——— f f H—
-3 2 1 2 3 2 1 1 2 3
X X

arccot x

Fonctions hyperboliques inverses

Comme les fonctions circulaires, les fonctions hyperboliques ont leurs réciproques, qui
servent elles aussi aux calculs de primitives

Fonction arg cosh

La fonction cosh x définie sur [0, +oo| est continue et strictement croissante sur R ; sa
limite en +o0 est +00; C’est donc une bijection de R dans [1, +oo[ elle admet donc une

fonction réciproque, appelée Argument cosinus hyperbolique et notée cosh ' x ou arg cosh x
ou Argchx

Par définition

Définition 2.36 Pour tout x € [1,+oo[, cosh™ ! x est l'unique élément de R ;. qui a pour cosinus
hyperbolique x

y = argcoshx = cosh™' x x = coshy
x € [1,+00] yeR,
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I la fonction arg cosh x est également continue et strictement croissante sur [1, +oo|

Vx € [1,4o00]:argcoshx =In (x + v x2 —1 (2.26)
&

Fonction arg sinh

La fonction sinus hyperbolique (sinhx) est continue et strictement croissante sur R et
lim sinhx = foo,elle réalise une bijection de R sur R et admet ainsi une bijection réci-

x—+oo

proque appelée Argument sinus hyperbolique et notée sinh ™! ou arg sinh définie sur R :

Définition 2.37 Pour tout x € R, sinh ™" x est 'unique élément de R qui a pour sinus hyperbo-
lique x
{ y = sinh ' x = argsinh x { x = sinhy

xeR yeR
I la fonction sinh ' x est également continue et strictement croissante sur R
y y A
60 ot
40 1
20 T
' - A e A e A
2 4 .
-20 x B 4 3 2 11“1 2 3 1 3
-40 17
-60 2t
sinh x sinh ! x
Vx € R :argsinhx = In (x + Va2 4 1) (2.27)
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Fonction arg tanh

La fonction tanh définie sur R a valeurs dans |—1, 1] est continue et strictement crois-
sante; elle admet donc une fonction réciproque, appelée Argqument tangente hyperbolique et
notée tanh ™! ou arg tan

On a donc i
y = tanhx — x =tanh™ y = argtanhy
¥ €R yel-1,1]

y 1.0-‘-

05+
11— -
-10 -08 -06 -04 - | 02 04 06 08 l.OX

05T

1.0+

tanh ! x

1+ x
1—x

Vx € ]-1,1[:argtanx = In (2.28)

Exercices

Exercice 2.1 Déterminer les intervalles de R définis par les conditions suivantes sur x :

1. 5x+2> -3 4. 2¢/2x —x? < 1
2.x2+1<1
3. |x—1] <4 5. |x+|x|]| >2

Exercice 2.2 : Quelques inégalités classiques

1. Montrer que pour tous réels x,y on a: (x +y)* > 4xy

2. Montrer que pour tous réels x;y; on a :

3. Montrer que pour tous réels strictement positifs a; b;c on a:

(a+b)(b+c)(c+a) > 8abc

4. En déduire que (a + b+ c) <i+;+i> >9
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5. Montrer que pour tous réels strictement positifs a; b;c on a

ab be ac a+b+c
<
a+b+b+c+a+c_ 2

Exercice 2.3 Déterminer le domaine de définition D de chacune des fonctions suivantes et exa-
miner si elles sont paires ou impaires :

= -
2
2. fa(x) = 11 ;; 9. fo(x)=/1- 1|
1+ 10. fio (x) = |¥* — x|
3. f3(x):1_x 11-fll(x)Z\/1+x+x2—\/1_x+x2
4 fa(x) = \/;T_Jc;?: 12. fiz (x) = ij11/|x— |x —1]
x 13. fi3(x) = m
e I (1+ )x—l
X _ X 14. )= X
6. fo(x) =" ;e f1a (x) (1;xﬂ“
7. f7(x) = xtanx 15. f1s (x) ln1+§

Exercice 2.4 En désignant par |x| la partie entiére inférieure du nombre réel positif x par
exemple : |2.3| = 2 et par [x] la partie entiere supérieure du nombre réel positif x, par exemple
[2.3] = 3.

1. Construire les graphes des fonctions suivantes : (x > 0)

(a) f(x) = [x] (c) h(x)=x—[x]
(b) g(x) = [x] (d) k(x) =x+ [x]

2. Montrer que la fonction h (x) = x — | x| ; x > 0 est périodique.

Exercice 2.5 On considere la fonction h(x) = |x — | x| — 1| oit | x| est la partie entiere infé-
rieure d'un nombre réel x.

1. Donner, pour chacun des intervalles ouverts [—2, —1[,[—1,0[, [0, 1] et [1,2] une expres-
sion de h(x) sans valeur absolue et partie entiere.

Etudier la continuité de h(x) sur linterval [—1,1].
Tracer le graphe de h(x) sur l'interval [—2,2].

Déduire que h est périodique de période T a préciser.

Gk

La fonction h(x) est-elle paire ?, impaire ?
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Exemple :
Jm,
Cox241

VL |
1. lim &£
x—0 Vx+1-1

Ji-1

x—1

2. lim
x—1

. sin3x
1. lim
x—0 X

1
2. lim xsin —
X

X—00

. sin7mx
3. lim —
x—0 sin 37tx

Exercice 2.9 Montrer que

X
1. Iim (1 - 1)
X—00 X

1. lim(lln 1+x>
x—0 \ X 1—x

X

3. lim (€08%) (C‘fx)
x—0 X

Calcul différentiel et intégral

2. lirf x(In(1+4x) —Ink

lim

X—00

Exercice 2.10 Montrer que lim

x—0

3.

4.

4.

5.

k X
(1 + x) = ¢k et calculer :

In (1+ x)

X
Calculer les limites suivantes :

4.

) 5.
6.

X
Iim —— =
x—00 x/1 + 1/x3

55

2x2 —3x —4
x4 +1

(2x +3)° (2x — 3)*

x> +5

lim4
x—1/x—1
lim Vx—8

. 1—cosx
lim —
x—0 X

. sinx —sina
Iim ——
X—a X —a

e™ —1
lim
x—0 X

i >0

lim n ({/a—1)
)

n—o00o

(a>0

1
lim ———
X—00 3/1_{_;73

Dr. N. A. Assaad

Exercice 2.6 Calculer les limites des fonctions suivantes quand x — +o0

=1

2x+3

5 ——
x4 /x

5.

6.

JE
x+ VXt Vx

Exercice 2.7 En faisant un changement de variable, calculer les limites des fonctions suivantes

VaZ —29x+1
(x—1)?

lim
x—1

- . sinx o ,
Exercice 2.8 Utiliser la formule : 11rr(1) = 1 pour calculer les limites suivantes :
X—

) tan 7tx
lim
x——2 X+2
. COSMmMX — COSNX
lim 5
x—0 X

R

lim (cos x)

x—0

I\)"—'

lim (cos x)
x—0
lim (1 + sinx)"/*

x—0

x—0 X
sinh x

x—0 X
coshx —1
X0 x2
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Exercice 2.11 Calculer :

1. lim % 3. lim oY 5 i Y1 —3r—2
x—0 tan x x—01—cosx Taxso1 o x 1

2. lim 2% 4 lim 7%
x—0x+1 x—+oo X

Exercice 2.12 Calculer les limites suivantes :

; hm\/1+x—\/1—x 6. im Va3 +x2—1—x
" x50 eX —1 g
X\ _ X
> lim In(1+ el) e L
x——eo 1 —el/x 7. lim <x2_x4>
) X—=
5 fimYX—2
x—4./7 4+ \/x—3 , X 32
8 lim |\ 3~ %16
4. lim vVx2+4+3x—7—x x_>
X——00
2 _
5 lim Va2 3x—7—x 9. lim YXFTO—X
X—-+00 x—+oo x—1
Exercice 2.13 Calculer les limites suivantes :
1 lim X sin x 3 lim sin x — sin2x 5 lim tan x tan (x — %)
x—01—cosx X0 x2 T imz 1—2cosx
. ) -
2 lim tan x — sin x 4 lim sm 2x sin (x — §)
C 50 3 x—Z  sinx —cosx

Exercice 2.14 Soient m et n des entiers positifs. On considere la fonction :

Foun (x) = \/1+xm;l\/1—xm

1. Etudier lin% fmn (x) en distinguant les cas :
xX—
a)m=n b) m>n c) m<n
2. Déduire :

Olimfir(x)  Blimf(x)  Olimfia(r)  d)limfia ()

) . x>+ x+1
EXerClce 2.15 SOlt y (x) = m
1. Calculer :
() A = limxy ‘ (h) B=1lim(x—1)y () C=lim (x—2)y
x—0 x—1 x—2

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 57

Dr. N. A. Assaad

A B
2. Veérifier I'égalité : y (x) = < + + x S 5

x—1

Exercice 2.16 Lorsqu’un objet de température initiale Ty est plongé dans un milieu de tempéra-
ture constante T,,, I'évolution de sa
température est donnée par

T(t)=Tu+ (To—Ty)e ™

oit k est une constante positive qui dépend de I'objet et du milieu dans lequel il est plongé. Qu’elle
est la limite de cette fonction lorsque t tend vers l'infini ?

Exercice 2.17 En l'absence de frottement, une masse soumise a la pesanteur posséde une accélé-
ration constante de ¢ ms~2. Sa vitesse v (t) évolue suivant v (t) = vo + gt.

En présence d’un frottement, la masse subit une résistance a sa progression dans l'air qui
est d'autant plus élevée que sa vitesse est élevée. Dans le modele d'un fluide trés visqueux (par
exemple le miel), la force de frottement est directement proportionnelle a la vitesse de la masse.
Dans ce cas, la vitesse est donnée par

v (t) = vpe ' + ";g (1-e )

Quelle est la limite de cette fonction pour t — +o0

Exercice 2.18 Quelles sont les points de discontinuité de la fonction f (x) = | x|

Exercice 2.19 Démontrer que I'équation x> — 3x +1 = 0 admet une racine réelle sur l'inter-
valle [1,2].

Exercice 2.20 Les expressions ci-apres définissent une fonction f (x) dont on demande de déter-
miner I'ensemble de continuité et la nature des points de discontinuité éventuels.

Calcul différentiel et intégral

1 f(x)_72XZ+x_l —xz—x si x#1
' vx+1 4. f(x) Va2 —2x+1
1 si x=1
) f(x)_2x3+2x2—x—1 \/1—|—x—\/1—x
: - x +1| 5. f(x) X x+|x|x si x#0
0 si x=20
X2+ x si x£0 4v/x2+1 si x<1
5. f(0) =1 2vx2 6. f () -1 six>1
0 si x=0 Va2 FaZ —/x +a?
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Exercice 2.21 Soit la fonction f définie par

1—vVx2+14+Invx2+1
f(x) = 2 s %70
0 six=0

Etudier la continuité de f en x = 0

Exercice 2.22 Soit la fonction f définie par

V34 x six <1
f(x)= 3—x
x2—-2x—3

Etudier la continuité de f sur 'ensemble des réels.

six>1

Exercice 2.23 La fonction f est définie a partir de

0 si x <2
b
a—; si 2<x<4
1 si x >4

Déterminer les parametres réels a et b pour que f soit continue partout. Tracer dans ce cas le

graphe de f.

Exercice 2.24 On considere la fonction

_Vx+3—-Va+3
- X—a

f(x)

Montrer que f est prolongeable par continuité en x = a, et déterminer ce prolongement.

Exercice 2.25 Soit f une application de R— {0} dans R satisfaisant f (x) = |j§| Montrer que

f n’est pas prolongeable par continuité en 0.

1
Exercice 2.26 Soit f une application de R— {0} dans R satisfaisant f (x) = sin (x) . Mon-

trer que f n’est pas prolongeable par continuité en 0

1
Exercice 2.27 Soit f la fonction de R* dans R définie par f (x) = xsin <x> . Montrer que f

est prolongeable par continuité en 0.
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Exercice 2.28 On considere les applications f : x —— +/x et ¢ : x —— x> . Déterminer
les applications composées f o g et g o f. Les applications f et g sont-elles réciproques I'une de
I'autre?.

Exercice 2.29 Démontrer les formules suivantes :
1. cosh? x —sinh? x = 1
2. Formules d’additions :
(1) cosh (a+0b) = coshacoshb =+ sinhasinhb
(b) sinh (a +b) = sinhacoshb £ cosh a sinh b

tanha 4 tanh b
(c) tanh (a +b) = 1+ tanhatanh b

3. Fonctions inverses

(a) argcoshx =In (x +VxZ — 1)
(b) argsinhx) = In <x+ Vv + 1)

1. 1+x
(c) argtanhx = Elnl—x

Exercice 2.30 Soit f la fonction définie sur [1, 4+oo[ par :
f(x)=x*-2x—4
On désigne par (C) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, i,] )

1. Démontrer que f admet une fonction réciproque f~1,

2. Tracer la courbe (C) et en déduire le tracé de la courbe (C') représentative de f~1.
3. (C) et (C") se coupent en un point A, calculer les coordonnées de A,
4.

Soit g la fonction définie sur [—5; +oo[ par : ¢ (x) = 1+ /x4 5 Calculer (go f) (x) et
en déduire 'expression de f~1.

Exercice 2.31 On considere les fonctions f (x) et g (x) définies par :
fx) = x4 ]x =1 +[x -2

g(x) = yJlL+a—/jt—x

1. Donner pour chacun des intervalles : |—c0,0],[0,1],[1,2], [2, 400 une expression de
f (x) sans valeurs absolues.

2. La fonction f est-elle continue sur R.
3. Tracer la courbe de f (x).

4. Quel est le domaine de definition de g (x) ? Est-elle paire ? impaire ? Expliquer pourquoi
elle est continue sur R.
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5. Donner, pour chacun des intervalles ouverts |—oo, —1[,]—1,1[,]1, 4-00[ une expression
de g(x) sans valeur absolue.
a P

b
6. On donne, poura > Oetb > 0:a— Vb = ———
P va Vva++b

. Que vaut xgrfoog (x). En

déduire lim g (x).

X——00
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Chapitre 3

Dérivée et différentielle

E calcul différentiel (calcul infinitésimal) est un outil qui permet d’étudier les mou-
vements. Lorsqu'un mouvement obéit a certaines regles et qu'il peut étre mis sous
forme d’équation, le calcul différentiel permet de déterminer les lois auxquelles
ses variations obéissent.

Entre 1665 et 1666, Newton congut le calcul infinitésimal permettant du méme coup d’étu-
dier le mouvement de toutes choses. Le procédé de Newton consistait a combiner les pos-
sibilités du découpage en tranches infinitésimales développé par les Grecs et celle de la re-
présentation graphique de Descartes pour forger un outil puissant et tres simple. Ce procédé
s’avéra d"une telle efficacité qu’en quelques années Newton fut en mesure d’énoncer les lois
du mouvement et celles de la gravitation. Ces lois fondamentales de la physique expliquent
le fonctionnement du systéme solaire et ’action sur un corps en mouvement de forces ex-
térieures comme la gravitation ou la traction d'un ressort. Les avions, les télévisions, les
bombes, les ponts, les vaisseaux spatiaux, etc., sont en quelque sorte les conséquences de la
découverte de Newton et lui doivent d’exister

Aujourd’hui la portée du calcul différentiel dépasse largement sa vocation premiere soit
la compréhension des phénomenes physiques. Cet outil tres polyvalent se retrouve partout.

— En économie, on l"utilise pour prévoir les tendances des marchés.

— Les biologistes étudient la croissance des populations a l'aide du calcul différentiel.

— En recherche médicale, on 'utilise pour créer des équipements a rayons X ou a ultra-

sons.

— L'exploration spatiale serait impossible sans le calcul différentiel.

— Les ingénieurs 1'utilisent dans la conception des ponts.

— Les manufacturiers d’équipements sportifs 1'utilisent dans la conception de leurs ra-

quettes de tennis ou leurs batons de baseball.

La liste est pratiquement interminable. Tous les domaines scientifiques utilisent d"une
fagon ou d’une autre cet outil merveilleux qu’est le calcul différentiel

Le taux de variation

Lorsqu’on étudie la croissance d"une grandeur, fonction, on s’intéresse souvent a la vi-
tesse a laquelle s’effectue cette croissance sur des intervalles donnés. On s’intéresse en fait a
ce qu’on appelle le taux de variation moyen de la fonction.

Définition 3.1 Le taux de variation (ou de croissance) exprime la variation d une grandeur rela-
tivement a la variation d'une autre.
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Croissance de bactérie

Considérons une bactérie dont la croissance est définie par la fonction P (t) = (1+ t)2
ol t représente un temps en minutes, et P (f) représente le nombre de bactéries au temps t.

Initialement (¢ = 0), le nombre de bactéries est P (0) = (1+0)* =1

Aprés une minute (t = 1), le nombre de bactéries devient P (1) = (1+1)* = 4

Pour les quatre premieres minutes, on obtient

fmin | 0| 1]2]3 |4
P(t) 1491625

iy A

30
20

10

On remarque que la croissance des bactéries est de plus en plus rapide.
La population double, triple ou quadruple treés rapidement. Ainsi,
det = 0at = 1, I'accroissement des bactéries est de 4 — 1 = 3, Le taux de variation
moyen des bactéries de t = 0 a t = 1 est de =5 = 3 bactéries/ min
det =1at = 3, l'accroissement est de 16 — 4 = 12, Le taux de variation moyen est de
136%14 = 6 bactéries/ min
det =aat =D, 'accroissement sera de P(b) — P(a). Le taux moyen de croissance de
bactéries est donc W
Si on note AP pour la variation de P et At pour la variation de ¢, on aura,
. AP
Le taux de variation moyen T = Ar
Serait-il possible d’obtenir le taux de croissance des bactéries & un moment précis; disons a
la 4° minute, sans avoir a utiliser la calculatrice ?
La réponse est oui. On aurait pu éviter des longs calculs et résoudre le probleme autre-
ment en utilisant la notion de limite.
On considere l'intervalle de temps [4, t], le taux de variation moyen de bactéries sur cet
intervalle est
AP P(t)—P(4)

T—="" —
At t—4

Pour détereminer le taux de variation a I'instant ¢ = 4, On calcule la limite lorsque ¢ s’ap-
prochede4: (t — 4,<= At —0)

. P()—P(4) .. (t+1)*-25
) =l e =l
2 _ _
o PH2H1-25 L (E46) (F—4)
t—4 t—4 t—4 t—4

= lirri(t—|—6) =10
t—
La valeur obtenue s’appelle le taux de variation instantané de la population des bactéries
a la 4° minute.
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[ Exemple 3.1 On lance un caillou dans un lac. Le caillou produit des ondes circulaires centrés
au point de chut et des rayons croissants.

1. Calculer le taux de variation moyen de I'aire du cercle ainsi formé lorsque le rayon passe de
Ima4 m

2. Trouver I'expression générale représentant le taux de variation de I'aire du cercle par rapport
au rayon.

3. Quel est le taux de variation de I'aire du cercle lorsque le rayon est de 1 m, de 4m

Solution L'aire du cercle, de rayon r, est S (r) = mr?

1. Le taux de variation moyen de I'aire sir : 1 — 4 est

S5(4)-5(1 16T —
T4 = 4 @) =2 e m?/ m de rayon
4-1 3
2. L’expression générale représentant le taux de variation de I'aire du cercle est

_ 2 2
T i S\ =S _ .7 —ma

r—a r—a r—a r—a

= lim r(rta)(r=a) = lim (r+a) =2ma
r—a r—a r—a

3. Poura =1:T = 27rm?/ m de rayon Poura =4:T = 87tm?/ m de rayon.

Vitesse instantanée

Considérons le mouvement d’une voiture suivant un trajet rectiligne suivant la direction
de I'axe Ox.

Supposons que la voiture départ a l'instant t = tp d'un point A d’abscisse x = xq vers
un point B d’abscisse x = x1, ou elle arrive a I'instant t = t;. La distance x parcourue par la
voiture calculée a partir de la position initiale A est une fonction du temps .

La vitesse moyenne du mouvement est le rapport de la distance parcourue : Ax = x; — xp
a la durée totale du mouvement At = t; — ty. Soit

D distance parcourue Ax
V = ~ = —
durée du mouvement At

La vitesse moyenne n’est pas toujours en mesure de caractériser exactement la vitesse
du mouvement d'un objet a I'instant ¢. Si, par exemple, le mouvement est tel que la vitesse
du mobile, tres grande tout d’abord, et elle devient trés petite ensuite, il est évident que la
vitesse moyenne ne peut exprimer de telles particularités du mouvement et nous donner
une idée juste de la vitesse exacte du mouvement a l'instant ¢.
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Pour précise la vitesse exacte il est nécessaire de préciser la vitesse a chaque instant,
dans ce cas on utilise la notion de la vitesse moyenne mais pour des intervalles du temps
suffisamment petits (At — 0)

La limite vers laquelle tend la vitesse moyenne, quand At — 0, caractérise au mieux
la vitesse du mouvement du mobile & l'instant ¢ : v (t). Cette limite est appelée la vitesse
instantanée du mouvement.

Cette formule donne la vitesse d’'un mouvement non uniforme.

La distance x est une fonction du temps x = x (), a un instant quelconque f on a
xg = x (f) etalinstant f + At ona x; = x (¢ + At) alors la distance traversée Ax s’exprime :
Ax = x1 — xg = x (t + At) — x (), par suite la vitesse instantanée s’écrit :

(3.1)

[) Exemple 3.2 Trouver la vitesse d'un mouvement uniformément accéléré a un instant quel-
conque t et a l'instant t = 2s, si la loi du mouvement est : x (t) = 5>

x (E+ A1) =5 (t+ At =5 (£ 4 (A1) + 2t
x (E+ A1) = x () = 5 (£ + (A1) +2t8t) = 512 = 5 ((A1)” + 2tAt)

2
L ox(tHA) —x (b)) 5<(At) +2tAt) . B
v(f) = lim Af = lim A =5 lim (At +2¢) = 10t

alinstant t =2s:v(2) =20m/ s

La vitesse peut étre considéré comme un taux de variation : le taux de variation de
la position par rapport au temps.

Tangente en un point

Considérons la parabole y = x2 + 1, cherchons I'équation de la tangente au point A (1,2) :
c’est la droite qui touche la courbe au point de tangence.

ylZ'A'

10T B
V4

H_

\
N
Y
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Considérons tout d’abord une droite (D = (AB)) qui coupe la parabole aux points A et
B(3,10).
. 10-2 . . . . y—2
La pente de cette droite est m; = 3.1 4, son équation se détermine par : P 4
soit y = 4 (x — 1) + 2, cette droite n’est pas tangente a la parabole.
Considérons un autre point plus proche de A. Soit C (2,5), la pente de la droite (AC) est

5-2
my =57 = 3 et I’équation de la droite est y = 3 (x — 1) + 2, cette droite est proche de la
tangente, mais aussi n’est pas tangente.
gy C s . 21025 -2
Considérons un troisieme point (1.05,2.1025), la pente est m3 = qo5-1 2.05 et

I’équation de la droite est y = 2.05 (x — 1) + 2

Si on continuer a choisire des points M plus proches de A, les droites (AM) sont plus
proches de la tangente.

Soit M (xp1, ya) avecxy = 1+h,etyy = f (1+h) = (1+h)*>+1 out h est trés proche
de 0.

La pente est dans ce cas est

2
((1+h) —|—1> -2 B h2—|—2h
(1+h) -1 h
Si h — 0 on trouve m = 2 et ’équation de la tangenteesty =2 (x — 1) +2 = 2x

En générale : Soit (C) la courbe représentative de la fonction f(x), supposée continue, A
et B deux points d’abscisses xg et xo + Ax sur (C) (Figure 1)

my = =h+2

y
©

B

FIG. 3.1 — Tangente a une courbe

La sécante AB a pour pente m le rapport de la différence des ordonnées de B et A a la
différence de leurs abscisses; si « est 'angle que fait la sécante AB avec I'axe Ox on aura :

_ys—ya _ Ay _Af  f(xo+Ax) — f(x0)
xp—x4 Ax Ax Ax

Faisons tendre Ax vers zéro, le point B se rapprochera du point A en décrivant (C). A la
limite, si elle existe, au point x¢ la droite (AB) pivotera autour de A et tendra vers une
position limite (AT) qui est par définition la tangente en A a (C). Cette tangente a donc
pour pente

m = tanao = Jim flxo+ AAXJ)C — f(x0)
x—

Dérivée

Dans les problémes précédents on a utilisé le méme type de limites pour calculer le taux
instantané de variation.
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Par un procédé identique a celui qui est utilisé pour obtenir la valeur d"une vitesse ins-
tantanée, nous allons déterminer le taux de variation instantanée d"une fonction en point.

Soit f(x) une fonction de la variable x, définie et continue sur l'intevalle [a, b]. Au point
x € [a,b] la valeur de la fonction est f(x), si on donne a x un accroissement Ax, f(x) subira
un accroissement Af = f(x + Ax) — f(x) (Figure 2).

y

y+ LDy My

X X+ DX

FIG. 3.2 — Acroissement d’une fonction

A L .

La quantité —f représente le taux moyenne de variation de la fonction f (x) par rapport
a la variation de la variable x. Si la variation de x est infinitésimale, la variation de f 1’est
aussi, et dans ce cas on peut parler de la variation infinitésimale de f, c’est-a-dire le taux

instantannée de variation de f par rapport a x et elle est donné par

po e AY) = ()

Ax—0 Ax

lorsque cette limite existe dans IR.
Nous constatons que le résultat obtenu est également une fonction de la variable x.Cette
nouvelle fonction s’appelle fonction dérivée de f

Définition 3.2 On appelle dérivée de la fonction f(x), notée f' (x), la limite, si elle existe du

Af

rapport : Ar quand Ax tend vers zéro
Yoy = tim A i LAY~ f (%)
FO=ma =0T & 2
e Flxtn) -~ £ ()
: x+h)—f(x
f' (%) = lim - (3.3)

Il est équivalent d’écrire qu’en un point xp, la dérivée est :

£ (x0) = %E?)f(xo+h21—f(x0)

et en particulier pour une fonction passant par 1’origine des coordonnées f(0) = 0, la
dérivée a l'origine est :

(3.4)

f'(0) = lim f(h) (3.5)

h—0 h
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Les notations suivantes sont également utilisées pour désigner la fonction dérivée
d’une fonction f (x) :

[ Exemple 3.3 Cherchons la dérivée de la fonction f (x) = x°

X — X X 3—X3
) =t [EHD =L@ _ g (21

X3+ 3x2h 4 3xhr + K3 — %3
= lim
h—0 h
. 3x%h+3xh2 + K8
= lim
h—0 h

= }lzin% (3x% + 3xh + h?) = 3x?

la dérivée de la fonction f (x) = x° au point xo = 1 est :

£y = tim L =Dy B

x—1 x—1 x—1 x—1

i (®+x+1) (x—1)

T 2 _
x—1 x—1 —chlil’;(x ta+l) =3

[ Exemple 3.4 Calculons la dérivée de sin x
, + Ax) — f (x) . sin(x+ Ax) —sinx
f(x) AxD0 Ax Ax0 Ax

sin x cos Ax + cos x sin Ax — sin x

= lim
Ax—0 Ax

Ax—0 Ax Ax

= lim sin x X —Zsinzg + sin Ax CcoS X
A0 \ Ax 2 Ax

[_Zsin (Ax/2)
Ax

: <(cosAx—1)sinx sin Ax )
= lim + Cos X

= lim
Ax—0

in A
x sin (Ax/2) x sinx] + lim (sm % cos x)
Ax—0 \ Ax
= [-1x 0 xsinx] +1 x cosx = cos x
la dérivée de sin x au point xo = 0 est :
h) —
(0 tim L =F(0)

SN SN
h—0 h—0 hlg(l)

sin (h)

=1
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Fonction dérivable

Définition 3.3 Une fonction f (x) est dite dérivable au point xy si lim f(x) = f(x0) existe,

X—Xo X — X0
c’est-a-dire elle est finie et bien déterminée.

Définition 3.4 Une fonction dérivable en tout point de l'intervalle 1 est dite dérivable sur 1.

Définition 3.5 Si une fonction est dérivable pour toutes les valeurs de son domaine, on dit sim-
plement qu’elle est dérivable.

|:| Ce n’est pas parce qu’on a pu calculer la dérivée d’une fonction que celle-ci est déri-
vable, mais parce que la fonction est dérivable qu’on peut calculer sa dérivée.

~ Remarque 3.1 .

Af

Si — tend vers l'infini lorsque Ax — 0 on dit que la dérivée est infinie au point xg et la

s
tangente au point xg a (C) fait un angle de - avec l'axe Ox .

\. J

~— Remarque 3.2 N

II se peut que la dérivée differe suivant que Ax tend vers zéro par valeurs positives ou
négatives. On dit que la fonction admet, au point considéré M, une dérivée a droite et
une dérivée a gauche qu’on note f'(x; ) et f'(x, ). Au point M d’abscisse xg la courbe
(C) admettra deux tangentes de pentes différentes : M est un point anguleux.

\

[l Exemple 3.5 La fonction f (x) = |x| n'est pas dérivable au point xo = 0, mais elle est
dérivable a gauche et a droite :
-0
If’(O*)zlimL:limm = lim = = +1
x—0t X — x—=0t X |yng x—0TX
-0 —
B0 = tim 20y Bl o X
x—0" X — x—=0" X |y x—0" X

Le point (0,0) est un point anguleux.

Théoreme 3.1 Si une fonction f est dérivable en x = xq alors elle est continue pour x = xj.

Démonstration :
Soit y = f (x) est une fonction dérivable lorsque x = xo.On a

#x0) — tim L)~ F ()

x—xl0 X — Xp
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On peut stirement affirmer que

xng}o (f (x) = f(x)) = xlgrxlo {(f (x) = f (x0)) z:zg
— fim | (FO) = F )
_ t: EM>>X( lim :j] Xo)
AN

deplus: lim (f (x) — f(xp)) = lim f(x) — lim f(x9) =0
X—Xg X—Xp X—Xp
— lim f (x) — f (x0) = Oet lim f(x) = f (x0)
—X0 —X0
Par conséquent la fonction f est continue pour x = x

|:| Ainsi une fonction dérivable pour une valeur donnée est toujours continue pour cette valeur.
Mais attention la réciproque n’est pas vrai!
Une fonction continue pour une valeur donnée n’est pas toujours dérivable pour cette valeur

I Ainsi f(x) = |x| est continue au point 0 mais n’y est pas dérivable .

Dérivées des fonctions usuelles

En utlisant la définition de la dérivée, on démontre les dérivées suivantes :

Soit n est réel , a une constante réelle,

o n—1
1. T nx
2 4 cos (ax) = —asin (ax)
" dx -
3 2 St (ax) = acos (ax)
4 L tan (ax) =a (tan®ax +1) = 7
Cdx cos? (ax)
5. a4 cot (ax) = —a (cot?ax +1) = .t
dx sin’ (ax)
d ax __ ax
6. Tt e
d 1
7. —1 ==
Ir n (ax) »

d .
8. I sinh (ax) = acoshax

9. A4 cosh (ax) = asinhax

dx
d 2

10. P tanh (ax) = a (1 — tanh ax)
d _ 2

11. T coth (ax) =a (1 — coth ux)
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Opérations sur les fonctions dérivables

Jusqu’a maintenant, nous avons utilisé la définition pour calculer la dérivée d"une fonc-
tion.

Cependant, il existe beaucoup de régles de dérivation qui abregent les calculs et les
rendent moins laborieux. Elles permettent d’évaluer directement les dérivées des fonctions
algébriques et d’éviter ainsi les calculs difficils fondés sur la définition.

Considérons les fonctions u = u (x) et v = v (x) deux fonctions dérivables sur un inter-
valle [a,b] , on note et v’ leurs fonctions dérivées et k une constante réelle.

On rappelle les propriétés suivantes :

1. Dérivée d'une Constante :
Si f (x) est une fonction constante alors f (x) = k; k est un réel constant, Vx € [a, b]

;o fx+h)—f(x) . k—k
f=lm 7 = Jim = =0

f(x) =k =const. = f' =0 (3.6)

2. Dérivée d'une Somme :f (x) = u (x) + v (x)

fleth) = f(x)

f'=lim

h—0 h
_ lim [u(x+h)+ov(x+h)—u(x)—o(x)]
_hHO h
:hmu(x+h)—u(x) +hmv(x—i—h)—v(x)
h—0 h h—0 I’l
—u 4+

(u+9v) =u +7 (3.7)

3. Dérivée d’un Produit des fonctions :f (x) = u (x) v (x)

oy — i J ) —f () . u(x At h)o(x+h) —u(x)o(x)
)=y HEER =L ;

:limu(x+h)v(x+h)—u(x)v(x)+u(x+h)v(x)—u(x—l—h)v(x)
h—0 h

e 0@ ) — @] u (k) o (x4 )~ ()
h—0 h

v(x+h)—ov(x)

~ o (x) ><hmu(x—kh})l—u(x)

+limu (x + h) x lim
h—0 h—0

h—0

=v(x)u' (x)+u(x)v (x)

(uv)' = u'v + uv' (3.8)

Calcul différentiel et intégral MVAO005

S’entrainer a calculer des dérivées.



Le Cnam-Liban 71 Dr. N. A. Assaad

4. Dérivée d'une Quotient: f (x) =

h—0 h n—0h \v(x+h) v(x)
v(x)u(x+h)—u(x)v(x+h)
e hxv(x+h)xov(x)

f’(x):limf(x+h)_f(x)— 1<u(x+h) u(x)>

v(x)u(x+h)—u(x)v(x+h)+u(x)v(x)—u(x)v(x)

h—0 hxov(x+h)xov(x)
@) —u (@] u () [o(x) o ()]

h—0 hxv(x+h)xv(x)
. 1 A —u @] | o (x4 h)]
_}Ho{[v(x%—h)v(x)][ (x) h +u(x) h ]}
i 1 Ll (x A h) —u(x)] . [o(xth) —o(x)]
= jim [U(x+h)v(x)] [U(")%li’% 7 —u(x) Jim 7 ]

1

- (3.9)

5. Dérivée de I'Inverse : f (x) = ﬁ
C’est une quotion % avec v (x) = 1, donc v" = 0. On trouve d’apes la formule précé-

dente

<i) = —% (3.10)

6. Dérivée d’une Puissance :

f(x) =u"(x),avec u (x) est une fonction dérivable de dérivée 1’ et n un réel.

Déterminons la dérivée de cette fonction par récurrence, a partir de la dérivée du pro-
duit :

n=2= (1®) = (uxu) = xu+uxu =2uu

n=3— (u3)/: (uzxu)/zzu’uquruz><u’:3u/u2

n=m= (u") = mu'u"!

n=m+1= (" xu) =u' x W) +ux (m'u""') = (m+1)u'u"

(u") = nu'u"! (3.11)
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7. Dérivée d’une Fonction composée :

Soit f une fonction continue et dérivable par rapport a la variable u et si u est une
fonction aussi continue et dérivable de la variable x, donc f = f(u) = f(u(x)) =
F (x). La dérivéé de f par rapport a u sera notée f, et par rapport a x est f, et u), est
la dérivée de u par rapport a x.

. F(x+Ax)—F(x) . AF
1= ] = lim —
fx Aylclllo Ax A;TO Ax

= lim gﬁ— lim E>< lim %
T A0 AU A Arm0Au  Arso Ax

L A A,
—AI;IBOMxAl;ri}OH—fuxu,pu1squeAu—>0quandAx—>0

fo(u (%)) = fuusy (3.12)

8. Dérivée d’une Fonction implicite

Supposons que la fonction y = f (x) est définie, continue et dérivable sur l'intervalle
[a,b], si y et x sont liées entre elles par I'équation F (x,y) = 0, de telle fagon que si on
remplace y par f (x),1’équation F (x,y) = 0 ne se transforme pas en une identité de x,
alors, la fonction f (x) est appellée fonction implicite définie par 1’équation F (x,y) =
0.

La dérivée de F par rapport a x contient alors la dérivée de y par rapport x.

[ Exemple 3.6 Soit F(x,y) =y*+ x> —9=0=y = £V9 — 12
X X
F, X, =2 /+2x:O:> I— _~ — R
(x,y) = 2y V= T T e
9. Dérivée logarithmique
Si f (x) estdela forme f (x) = u”alorsona:Inf =In(u”) =vinu

Dérivons les deux membres :
! !
(Inf) = (vlnu) <= £ v'Inu +v%

f
/
Par suite f' = f (v’ Inu+ vZ) ou bien

/
;; (u’) =u® <v’ Inu+ vL;) =v'u’Inu + u'vu’! (3.13)

[ Exemple 3.7 Soit f (x) = ¢S~

!
Inf =sinx = = = cosx = f’ (x) = cos xe*"*

f

[ Exemple 3.8 Soit f (x) = sin*” x
d

— (sin"2 x) = 2xsin® xIn (sinx) + x2 8T gint’ x
dx sin x
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Relation liant les dérivées de deux fonctions réciproques

Soit y = f(x) une fonction continue et strictement monotone et x = g(y) sa fonction
réciproque.
. 1
Siy = f(x) admet une dérivée f] la dérivée de g(y) sera: g’ (y) = 7
X
En effet, donnons a x un acroissement Ax et soit Ay ’accroissement correspondant a y.
Puisqu’on suppose y strictement montone, pour Ax # 0, Ay sera différent de zéro d’our :

Ax _ (By)T
Ay \Ax
Lorsque Ax — 0, Ay tendra également vers 0 puisque y est continue, et :
lim ~% = lim 1t 1
Ax—0 Ay  Ax—0 Ay L Ay B Y
— lim —
Ax  Ax—0 Ax

(3.14)

Dérivées d’ordres supérieurs

La dérivée définie plus haut est une fonction de la variable x, donc elle est aussi dérivable
si elle est continue, telle dérivée est la dérivée premiere de la fonction f (x) . Si cette dérivée
£ (x) a une dérivée (f' (x))’, alors cette derniere fonction représente la dérivée seconde de la
fonction f (x), on note f” (x).

Ainsi on peut définir de dérivées d’ordre (1) notée f() (x)

[0 Exemple 3.9 f (x) =sinx

f'(x) = cosx = sin <x+ g)

T
1 el — Qi
" (x) = smx—sm<x+22)

:f(”) (x) = sin (x + n%)

Différentielle d’une fonction a une variable

Définition 3.6 Soit une fonction x — f(x) = y définie sur [a, b] et dérivable au point xy € [a, b].
On appelle différentielle de f(x) la quantité infiniment petite d f définie par :

df = fldx (3.15)

La dérivée de la fonction au point x est définie par f' = AlimO ij;, le rapport % pour
X—

Ax — 0 tend vers un nombre déterminé f (x) et par conséquent, differe de la dérivée d'une
quantité infiniment petite o ;
x— 0 siAx — 0

M — ffa— Af = f'/Ax +adx — Af — df = f'dx si Ax — dx — 0, et on déduit
que la dérivée est le rapport des différentielles df et dx

fH(x) = Zﬁ (3.16)
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Interprétation géométrique de la différentielle

Considérons un point M (x,y) arbitraire de la courbe représentative d’une fonction y =
f (x), Soit « I'angle que fait la tangente au point M avec 1’axe Ox ( Fig.3). En donnant a x
I'accroissement Ax, la fonction subit 1’accroissement Ay = NM;.

y

M1

FIG. 3.3 — Géométrie de la différentielle
Le triangle MNT nous donne :

NT d
tanDC:fl(X) :m :FZ

Ay =NM; =NT+TM; = TM; = Ay —dy — 0si Ax — 0

Donc dy qui est la différentielle de y est égale a I'accroissement de I’'ordonnée de la tan-
gante a la courbe au point x donné.

Différentielle d’ordre supérieur

Soit la fonction y = f (x). La différentielle de cette fonction est df = f’dx mais seul le
facteur f’ (x) est une fonction de x, dx est ’accroissement de x et il est indépendante de la

valeur de x.
La différentielle seconde de f estd (df (x)) = d (f'dx) = (f' (x)dx) dx = f" (x) dx?

d(df (x)) = &f (x) = f" (x)dx* (317)
De méme la différentielle d’ordre (1) est
d"f (x) = f™ (x) dx" (3.18)

Donc la dérivée d’ordre (1) de la fonction f (x) s’écrit

£ () = 21 (3.19)

~ dxn

Applications

La notion de dérivée est utile pour 1’analyse des fonctions, en particulier les sens de
variations, les extremums, la concavité, et aussi on peut utilser la dérivé pour déterminer les
équations des droites normale et tangente sur la courbe.
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Tangente et normale sur une courbe

L'équation d’une droite, de pente m, et passe par un point My (xo, o) est :
Y = Yo =m(x—x0)

avec m = tana et a est I’angle que fait cette droit avec la direction de ’axe Ox ( dans le
sens trigonométrique)

Equation de la tangente et de la normale sur une courbe

Lorsqu’une courbe (C) est définie par son équation cartésienne de la forme y = f (x),
les considérations précédentes permettent d’affirmer que si f est dérivable en un point x, la
courbe (C) admet une tangente (T) au point My (xo, o) dont la pente est m = tana = f' (x)

N T

Yo [eecceccececennenaes MO

\a b [ﬁ )
Ny

T, Xo

FIG. 3.4 — Tangente et normale

L'équation de la droite tangente en My est de la forme :

y—yo = f (x0) (x — x0) (3.20)

D’autre part, la normale a la courbe (C) au point M est la droite (N) perpendiculaire a
la tangente (T) au point M. La pente m; de (N) est m; = tan-y, ot y est 'angle () que fait
cette droite avec I'axe Ox positif.

En considérant le triangle T71 N1 My on trouve :

my =tany = tan (1 — B) = —tan f (3.21)
Or le triangle T1 N7 M est rectangle en M (figure 4) , c’est-a-dire:a + = g = tanp =
cota = 1 ar suite : mq = _r 1
" tanaf N Ttana T f (%)
L'équation de la normale & la courbe (C) au point M s’écrit :
1
Yy—Yo= " Flx0) (x — xo) (3.22)
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Longueurs de sous-tangente et sous-normale

Définition 3.7 1. Lalongueur du segment tangente Ty My comprise entre le point de tangente
M et I'axe Ox s’appelle longueur de la tangente.

2. La longueur du segment N1 M est la longueur de la normale.

3. La projection du segment TiMy sur Ox s’appelle sous-tangente et celle de N1 My est la
sous-normale.

La géométrie de la figure 4 nous permet de calculer les longueurs de :
— la sous-tangente ({s7) :

Yo
f" (x0)

yo‘:

an «

lsr = ‘t (3.23)

— dela tangente (7 :

2
fr = 3+ By = \/yg + (7 (324

— de la sous-normale ({gy) :

zfﬁ‘ = |yo x f' (x0)] (3.25)

len —
SN -

— et delanormale (/y) :

Yoy/ 1+ £ (x0)

B+ Cy =\ + (yof (x0))* = (3.26)

[ Exemple 3.10 Soit la courbe (C) définie par I'équation y = f (x) = x?, Déterminer les
équations de la normale et de la tangente sur (C) au point My(1,1), calculer les longueurs de la
tangente, la normale, la sous-normale et de la sous-tangente.

V4
2L
La courbe de y = x? et les droites normale et tangente au point My (1,1)

Onay =2 =y =2v=y) = f (xo) = f (1) =2x 1 =2
L’équation de la tangente est :

y—1=2(x—-1)=y=2x-1
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L’équation de la normale :

_1__x—1:> ——1x+§
y=1=77 Yy=73%73

Longueur de la tangente :

oo () = () -4

Longueur de sous tangente :

bor = |20 ‘: Yo
T~ ltana 1" (x0)

2| 7 2

_‘1‘_1

Longueur de sous-normale :
lsn = [yo x f' (x0)| = [1x 2| =2

Longueur de la normale :

tn= R+ By = VT 2 = /5

Analyse des fonctions

Analyser une fonction f, signifie :

— déterminer son domaine de définition ;

— déterminer les points critiques de f

— déterminer les intervalles de croissance ou décroissance de f;
— déterminer les maximums et les minimums de f;

— déterminer les intervalles de concavité ;

— déterminer les points d’inflexion de f

— Tracer le graphe

La dérivée d'une fonction nous renseigne sur certaines particularités de son graphique.

Extremum d’une fonction

Si f (x) est une fonction continue, sur un intervalle [4,b], dans le cas ol cette fonction
n’est pas constante, ses valeurs sur [a, b] ne sont pas égales par suite f (x) peut prendres des
valeurs plus grandes et des valeurs plus petites d"une ceraine valeur donnée. Plus générale-
ment cette fonction admet des valeurs maximales et des valeurs minimales sur [, b] on dit
que f (x) a des valeurs extremas ou extremums.

On rappelle les définitions suivantes, déja noter dans le chapitre précédente :

Définition 3.8 On appelle maximum absolu d'une fonction f (x) sur un intervalle [a, b] sa va-
leur M = f (c) en un point ¢ € [a,b] telle que ¥ x € [a,b]ona f (x) < f (c).

Définition 3.9 On appelle minimum absolu d’une fonction f (x) sur un intervalle [a, b] sa valeur
m = f (c) en un point ¢ € [a,b] telle que ¥V x € [a,b]ona f (x) > f(c).
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[ Exemple 3.11 f (x) = x> —2x — 2 sur [-2,4]

Les maximums absolus sont aux points x = —2etx =4: M= f(-2)=f(4) =6
Un minimum absolu au point x =1:m = f (1) = =3
Notons que sur |—oo, +oo[ f (x) = x* — 2x — 2 n’a pas un maximum absolu.

Théoreme 3.2 Si f (x) est continue sur l'intervalle fermé [a, b] alors elle atteint ses extremums
absolus, c’est-a-dire il existe des valeurs x = x1; f (x1) = m et x = x2; f (x2) = M telles
que :

m< f(x) <M

Vx€lab].

Définition 3.10 On appelle maximum local de f (x) le maximun f (c) de f (x) sur certain
intervalle contenant le point c.

On appelle minimum local de f (x) le minimum f (c) de f (x) sur certain intervalle conte-
nant le point c.

Théoreme 3.3 Si f (x) admet un extremum local en un point ¢ alors f' (c) = 0.

Démonstration :
Supposons, qu’au point ¢ la fonction admet un maximum local f (¢) donc f (x) <

fle)=f(x)=f(c) <0

Puisque la fonction est dérivable au point ¢ alorsona:
PP A Ca 1 N GO 1 I O By A5
x—c X —=cC x—ct X —cC X—c~ X —cC
mais d’autre parton a:

lim MSOCM f(x)—f(c)<0et (x—c)>0

x—ct X—C

et

lim MZOcarf(x)—f(c)SOet (x—¢c) <0

xX—C" X—C

Par suite f' (c) = 0.
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Définition 3.11 Soit ¢ un point du domaine de définition de la fonction f, on dit que c est un
nombre critique de f si f' (¢) = 0 ou f' (c) n'existe pas.

[ Exemple 3.12 Soit f (x) = vVx* 4+ 4¥/x
f(x) = x*/3 + 4x1/3 est définie Vx € R
d 4(x+1)
1o 443 1/3) _
f(x)—dx(x + 4x1/3) = Vi
f'(x)=0six=—1et f'(x)Psix=0doncx = —1,x = 0sont des nombres critiques

1

[0 Exemple 3.13 Soit la fonction f (x) = P

f(x):x2<x1_1)

d 1 3x -2
! _“* - _ - -
fl(x)=0six= 3 € D donc c’est un nombre critique
fl(x)P six=0¢D etx=1¢D.

le domaine de définition est D = R\ {0,1}

Théoreme 3.4 Si f (c) est un extremum relatif de la fonction f alors c est un nombre critique.

|:| Mais attention la réciproque n’est pas vrai, si le point ¢ est un nombre critique, f (¢)
n’est pas nécessairement un extremum relatif.

Pour obtenir les extremums relatifs d’une fonction, il suffit de trouver les nombres cri-
tiques de la fonction puis de déterminer ensuite la nature de chaque nombre critique a ’aide
d'un test appelé test de la dérivée premieére.

Théoréme 3.5 Soit f une fonction continue sur |a, b|, et c est le seul nombre critique de f sur
[a, ]

—sif'(a) > 0et f' (b) < Oalors f (c) est un maximum relatif.

—sif'(a) <Oet f'(b) > 0alors f (c) est un minimum relatif.

— autrement f (c) n'est pas un extremum relatif

Sens de variation d’une fonction dérivable

Pour tracer la courbe représentative d’une fonction sur un intervalle I nous somme be-
soin de savoir les segments ot la fonction est croissante ou décroissante. Un test de sens de
variation a lieu en utlisant la dérivée premiere de la fonction.

Soit f (x) un fonction dérivable sur I'intervale I et 1 > 0. La dérivée de f (x) en un point
x est définie par

V) — 1im L) = f (%)
f'(x) = lim ?

h—0
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Puisque h > 0 donc x +h > x.
On distingue les deux cas :

— Si f (x) estcroissante alorsona f (x +h) > f (x) c’est-a-dire f (x +h) — f (x) > 0 par
suite f' (x) > 0.

— Si f (x) est décroissante, alorsona f (x +h) — f (x) < 0 pour x +h > x et de méme
f'(x) <O.

D’ot1 le théoréme :

Théoréme 3.6 Soit f (x) une fonction continue sur l'intervalle [a,b] et dérivable sur |a,b|

— Si f' (x) > 0en tout point x € |a,b[ alors f (x) est strictement croissante sur [a, ]
— Si f' (x) < 0en tout point x € |a, b alors f (x) est strictement décroissante sur |[a, b]

[ Exemple 3.14 Etudions la variation de la fonction f (x) = x> —12x — 5
La dérivée de f (x) est f' (x) =3x* —12=3(x —2) (x +2)
Les points critiques sont tels que f' (x) = 0 c’est-a-dire pour x = £2.
Dans ces points on a :
f(2) =8—24—5= —21: Minimum local (2,—-21)
f(—2) = —8+24 —5 =11 : Maximum local (—2,11)

— Pour x € |—o00,—2[U]2,4o00[: f'(x) > 0alors f (x) est croissante
— Pourx € 1-2,2[ : f'(x) <0 = f (x) est décroissante.

En effet :
X -0 | — -2 — 2 — | 400
(x—2) | — — - — 0 + +
(x+2)| — - 0 + + + +
f'(x) + + 0 — 0 + +
f(x) 0 /' |max=11] \, |min=-21| /| /

La variation de f (x) est bien illustrée sur sa courbe représentative

A

y
an N /
F———A———— -
5 -4 /3 2 4

1 2 3 4 5
® _\ X
20+

Concavité de la courbe

Dans une région donnée, le graphique d’une fonction peut étre concave vers le haut
(concave) ou concave vers le bas (convexe) dépendant du comportement des droites tan-
gentes au graphique

Soit f (x) une fonction continue et dérivable sur |a, b[ et soit ¢ € |a,b[ et f’ (¢) existe.
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Définition 3.12 (concavité vers le haut) On dit que la courbe de f est concave en c, si Vx €
la, b[, la courbe de la fonction f est au-dessus de la droite tangente en x = c.

Définition 3.13 (concavité vers le bas) On dit que la courbe de f est convexe en c, si Vx €
|a, b[, la courbe de la fonction f est au-dessous de la droite tangente en x = c.

Théoreme 3.7 Soit f une fonction dérivable sur |a,b| soit c € |a,b[et f' (c), f" (c) existent.
1. Si f" (c) > 0 alors le graphique de f est concave vers le haut au point (c, f (c)) .
2. Si f" (c) < 0alors le graphique de f est concave vers le bas au point (c, f (c)).

Si la fonction f est dérivable sur |a, b[, alors pour toute valeur de 'intervalle, il existe

une droite tangente au graphique de la fonction f ayant pour pente f' (x). Si de plus,

— Si f"(c) > Oalors f" est une fonction croissante en c, autour de c les valeurs des
pentes des droites tangentes sur le graphique de la fonction f vont en augmentant,
le graphique de la fonction f est concave vers le haut dans le voisinage de c, par
conséquent, il le sera au point (c, f (c))

— Si f" (c) < Oalors f" est une fonction décroissante en ¢, autour de c les valeurs des
pentes des droites tangentes sur le graphique de la fonction f vont en diminuant, le
graphique de la fonction f est concave vers le bas dans le voisinage de c, par consé-
quent, il le sera au point (c, f (c))

Théoréme 3.8 Soit f une fonction dérivable sur |a, b|
- Si f"(x) > 0,VYx € la,b[, alors le graphique de la fonction f est concave vers le haut
pour toute valeur de l'intervalle |a, b|.
- Si f" (x) < 0,Yx € |a, b, alors le graphique de la fonction f est concave vers le bas pour
toute valeur de l'intervalle |a, b].

Définition 3.14 Soit ¢ une valeur du domaine d'une fonction f. Si f" (c) = 0ou f” (c) n’existe
pas alors c est appelé nombre de transition de la fonction f.

Définition 3.15 Le point (c, f (c)) est un point d'inflexion du graphique de la fonction f si elle
est continue en c et il y a changement de concavité de part et d’autre de x = c,alors f" (x) change
de signe de part et d’autre de x = c.

[ Exemple 3.15 Considérons la courbe représentative de la fonction y = x* — 6x% + 1
Y (x) = 4x3 — 12x = 4x (x* — 3)
en x = 0 un maximum local et en x = ++/3 minimums locaux
Y (x)=12x> —12=12(x — 1) (x + 1)
y' (x)=0enx=1etx=—-1
y" < 0six €]—1,4+1] = concavité vers le bas
y" > 0six €]—o0,—1[U]1, +00[ = concavité vers le haut.
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Optimisation

Souvent en industrie on cherche de construire des objets des dimensions optimales, dans
la plupart des cas on cherche les valeurs maximales de ces gradeurs. Telle question trouve
la solution en utilisant la notion de dérivée.

Nous avons appris a déterminer les extremums d’une fonction donnée ainsi que son
domaine de définition. Dans le cas des problemes d’optimisations, nous allons construire la
fonction & optimiser et & déterminer selon le cas le maximum ou le minimum de la fonction.

Les étapes a suivre pour résoudre un probléme d’optimisation sont :

1. Mathématiser le probleme, c’est-a-dire :

(a) Définir les variables nécessaires et les relations entre elles.

(b) Déterminer la quantité a optimiser sous forme d"une fonction et exprimer cette
fonction a laide d'une seule variable.

(c) Trouver le domaine de définition de la fonction et faire une étude de continuité
sur ce domaine.

2. Analyser la fonction a optimiser : Trouver les nombres critiques de la fonction puis
étudier son comportement a l'aide du test de la dérivée premiere ou du test de la
dérivée seconde.

3. Donner une représentation graphique du probleme si c’est possible

4. Formuler la réponse du probléme.

[ Exemple 3.16 Supposons qu’on a une file de longueur a et on demande de construire, a I'aide
de cette file un rectangle, quelle est I'aire maximale que peut -on avoir avec telle file ?.

Posons x la longueur du rectangle et y sa largeur, et x € [0,a]. L'aire du rectangle est
A = xy, le périmetre est : 2x 4+ 2y = a, puisque a est constante donc on peut écrire 2y = a — 2x

a—2x 1
] :A = = — — 2
soit X ( > ) zax x

Pour trouver les valeurs extremas de A on fait calculer sa dérivée A et on détermine les
valeurs de x qui annulent A’
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;. _a . _a—2x_a—a/2_g
A—0:>x—4parsuztey— 22 =5 =3
la valeur maximale de A est A = %6

Les valeurs minimales sont pour pour x =0 etx =a: A(0) = A(a) =0

[ Exemple 3.17 Soit a construire une boite ouverte en forme de parallélépipede de hauteur x, a
partir d’une plaque carrée de longueur de coté 12 cm .Quelle hauteur faut-il choisir pour avoir un
volume maximal. ( d’apres Thomas’ calculus, 11ed. pearson education)

N N |
y
\g\
2 4
| | /\12 %
| x -
! X 12 ER : - \?éx_/ﬁ

En coupant la plaque sous la forme indiquée , les dimensions de la base seront (12 — 2x) X
(12 —2x) et x € [0,6]. Le volume de la boite est V = V (x) = x (12 — 2x)* = 4x> — 48x% +
144x

\ 150

100
50

d—v:12x2—96x—|—144:12(x—2)(x—6):>d—V:Osix:6 ou x =2

dx dx
La valeur maximale de V est pour x =2 : V (2) = 2 (12 — 4)* = 128
Les valeurs minimales sont pour x =0 et x =6:V (0) =V (6) =0

Développement limité

La notion de développement limité est une des plus utiles dans la recherche des limites
et 'étude d’une fonction au voisinage d'un point. Elle vient compléter celle de fonction équi-
valente, insuffisante dans certains cas ot les équivalents peuvent disparaitre par addition.
Elle consiste a remplacer, au voisinage d’un point, une fonction réguliére, c’est-a-dire ad-
mettant des dérivées jusqu’a un certain ordre, par un polynéme, fonction beaucoup plus
simple a étudier. Elle se déduit des formules fondamentales de Taylor et de Maclaurin. Il est
indispensable de connaitre les développements limités des fonctions usuelles.

Dans de nombreux problémes, on doit rechercher I'existence d’extremums d’une fonc-
tion et parfois étudier sa convexité. Il est tres important de noter que ces deux notions ne
sont pas liées a priori a celle de dérivée, association que 1’on a souvent tendance a faire trop
rapidement. Elles sont définies de facon totalement indépendante. Dans un certain nombre
de cas, moins rares qu’on pourrait le penser, une fonction f présente un extremum en un
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point xpou1 justement elle n’est pas dérivable. Cet extremum ne pourra donc se trouver que
par I'étude directe du signe de f (x) — f (xo), qui doit rester constant quand x reste au voi-
sinage de xy.

Théoremes relatifs aux fonctions dérivables

Théoreme 3.9 (Théoréme de Rolle) Si f (x) est une fonction continue et dérivable sur l'inter-
valle [a,b] et f (a) = f (b) = 0, alors il existe un point ¢ € |a, b tel que f' (c) = 0.

Démonstration :
f (x) continue sur [a,b] donc elle est bornée sur cet intervalle et donc elle admet une
borne supérieure (M) et une borne inférieure (m) .
- SiM=m<= f(x) =constante = f (a) = f (b)) =0 = f'(x) =0,
par suite V¢ € [a,b], f' (c) = 0.
- Si M # m, supposons que M > Oetque f(c) =M, (c # a etc # b). Donnons a

c 'acroissement Ax qui peut étre poisitif ou négatif, mais quelque soit le signe de Ax,
ona f (c+ Ax) < f(c) = M c'est-a-dire f (c+ Ax) — f (c) < 0.

— f'(c)=0

Ce théoreme traduit le fait que la fonction f présente au moins un minimum ou un
maximum sur l'intervalle ouvert.

Géométriquement le théoreme de Rolle signifi qu’il existe au moins un point ¢ de
l'intervalle [a, b] distinct de a et b dans lequel la tangente est parallele a I’axe ox.

Il peut exister plusieurs nombres c tels que f' (¢) =0

Théoréme 3.10 (Théoréme de Lagrange : Théoreme des accroissements finis) Si  f (x) est
une fonction continue et dérivable sur I'intervalle [a, b], il existe, au moins, un point ¢ € [a,b],

a <c<btelque:
fb)=f(a) = (b—a)f(c) (3.27)

C’est la formule des accroissements finis

Démonstration :

Considérons une fonction F (x) qui vérifie le théoreme de Rolle : F (a) = F (b)

fb) = f(a)
b—a

I
o

Posons Q = et
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F (x) vérifie le théoréme de Rolle donc il existe un point ¢ € ]a, b] tel que F’ (¢) = 0, d’autre
part F' (x) = f' (x) — Q,donc au pointcona F' (¢) = f' (¢) — Q =0 alors

@ Ce théoreme est dit parfois théoréme de la valeur moyenne.

C’est ce théoreme qui permet de montrer que si une fonction a une dérivée positive
ou nulle sur un intervalle, alors elle est croissante

c—a _ . e iy
Posons 0 = b4 Puisque c vérifie la conditiona < ¢ < b, alors 0 <c—a <b—aou

¢ —a =0 (b—a)ou 6 est un nombre positif compris entre 0 et 1. (0 < 6 < 1) alors

c=a+6(b—a)

et on écrit formule des accroissements finis sous la forme :

f)=f(a)=(@—a)f (a+6(b—a) (3.28)

On peut écrire différemment ce résultat en faisant apparaitre la longueur /1 de I'intervalle
[a,b] et en posant a = x . Le point ¢ de 'ouvert peut alors s’écrire sous la forme ¢ = x + 64,
ou 6 est un nombre, dépendant de #, tel que 0 < 6 < 1. Avec ces nouvelles notations, la
formule des accroissements finis devient :

f(x+h)—f(x)=hf (x+6h) (3.29)

L’égalité f(bl)):;’(a) = f'(c) affirme qu’au point d’abscisse ¢, la tangente est parallele

a (AB) joignant les points A (a, f (a)) et B (b, f (b)).

y
() T TR e B

f@@ |-

Théoreme 3.11 (Théoreme de Cauchy : Rapport des accroissement de deux fonctions) Soit
f (x) et g (x) deux fonctions continues et dérivables sur l'intervalle [a,b] et ¢’ (x) ne s’annule
pas sur [a,b] et g (b) — g (a) # 0, il existe alors un point ¢ € |a,b[,a < c < b telque :

F0) - f@)  F©)
s(b)—g(a) g0 (330
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Démonstration :
Définissons Q par

CF) - f)
Q= ety —ga)

et considérons la fonction F (x) qui vérifie le théoreme de Rolle

F(x)=f(x) = f(a) = Qlg (x) — g (a)]
On remarque que F (a) = F (b) = 0, donc il existe un point ¢ € |a, b| tel que F’ (c) = 0, mais
F'(x) = f'(x) — Qg (x) par suite F' (¢) = f' (¢) — Qg’ (¢) = 0,d’ou:

Q:f(b)—f(a) _ [
gb)—ga) g (c)

Théoreme 3.12 (Théoreme de L'Hospital) Soient f (x) et g (x) deux fonctions satisfaisant aux
f'(x)

conditions du théoreme de Cauchy sur le segment [a,b] et f (a) = g (a) = 0, et si im ()
X—a

existe alors :

£ 1)
g(x) g () -

Démonstration :
D’apres le théoreme de Cauchy il existe un point ¢ € [a, x] tel que :

f) _fe)=fla) _ f(o)
g(x) gx)—g) & (o)
puisque f (a) = g (a) = 0.Si x — a, c tend également vers a donc :
limf(x> = lim f{e) = lim f(x)
x—a g (x) c—a g/ (C) Ya g/ (x)

~\

— Remarque 3.3
1. Si f'(a) = g’ (a) = 0 et les dérivées f' (x) et ¢’ (x) satisfont les conditions de
Cauchy, on peut de nouveau appliquer la regle de L'Hospital

Gt R e
IE@ Rg @ e 632

2. Le théoreme de I'Hospital peut étre aussi appliquer lorsque lim f(x) = 0 et
X—00

lim g (x) = 0.

X—00

3. D’une fagon analogue on peut démontrer que la régle de 1'Hospital est valable

dans le cas ot lim f (x) = oo et lim g (x) = oo.
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0 Exemple 3.18 :
sin x Cos x

— lim = lim =1
x—0 X x—0 1
. tanx—x . (l+tan’x)—1 tan?x
— lim ———— = lim = lim ——
x—0 X —sinx  x—0 1—cosx2 x—01— cosx X
2tanx (1 4+t X 2 (tanx + t X
= lim 2 ( + tan® ) = lim (tan '+ an” x) ( 2eme fois R.H)
x—0 sm2x , x—0 , sin x
2(1+tan“x +3tan“x (1 + tan” x
= lim (1+ il (L+ ) =2 (3eme fois R.H)
x—0 Cos X

Formules de Taylor

Si f est une fonction dérivable jusqu’a un certain ordre, le résultat précédent se généralise
a l'aide des dérivées successives. Les formules de Taylor se différencient par un reste qui
peut s’exprimer sous différentes formes.

Définition 3.16 On dit qu’une fonction f est de classe C" sur l'intervalle I si elle est n fois
continfiment dérivable sur I, on dit aussi que f € C" (I).
Sivn € N: f € C"(I) on dit que f est de classe C*.

Formule de Taylor-Lagrange

Théoreme 3.13 S i f est une fonction définie et continue sur un intervalle fermé [a, b], admet-
tant n dérivées successives continues sur cet intervalle, telle que f"+1) existe sur I'ouvert ]a, b|,
alors il existe au moins un point ¢ € |a, b[ tel que :

n (k) (n+1)
f(b):k;]f k!(”) (b—a)k+m(b—a)”“ (3.33)

Il s’agit du développement de la fonction f au point a par la formule de Taylor a 1’ordre
(n+1), ot le dernier terme se nomme reste de Lagrange.

Le principe est le méme que pour le théoréme des accroissements finis. Pour n = 0 on
obtient la formule des acroissements finis.

En fait c’est une approximation de f (b) a ’aide d"un polynéme de degré n.

Démonstration :
Soit la fonction

n ) (o
§0<X):f(b)_k20f k|( )(b_x)k_A(b_x)n+1

¢ (x) est continue sur [a,b], dérivable sur |a, b[ et I’on peut choisir la constante A de facon
ace que ¢ (a) = 0. Comme ¢ (b) = 0, le théoreme de Rolle entraine I'existance de ¢ € ]a, b|
vérifiant ¢’ (c) =0

Calculons ¢’ (x) :
Ona:
- f(6) =0
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(k) ’ _ )k (k)
_ (f ') (b_x>k> SUEE RIS G

Gl PR P A PN

k! (k—1)!
- <A (b—x)”“) ~A(n+1)(b—x)"
Donc : ) . o
g0/(3():-2@ (k+1) +Zf X)k_1+A(n+1)(b_x)”
- K = (k-
:_(b_n!x)f(n—i-l)( )+A(n+1) b )
o (©) = ~ L= 0 () 4 A (w4 1) (- ) = Dalors 4 = L)

n! (n+1)!

En posant i = b — a la formule de Taylor s’écrit

n+1)
Fa+h) Zf - i +(n J(r” 1+)!6h)h"+1 (3.34)

avec0 < 0 <1

Formule de Taylor-Young

Théoréme 3.14 Soit f (x) est une fonction définie et continue sur |a, b et elle est n fois dérivable
sur |a, b ,alors on a Vx € |a, b on peut écrire

) (x — x0)* + (x — x0)" e ((x — x0)) (3.35)

n_ (k)
%) = Zf

k=0

oit € ((x — x¢)) est une fonction qui tend vers 0 quand (x — xg) tend vers 0.

Remarque 3.4

La quantité (x — x0)" & ((x — x¢)) s’écrit parfois O ((x — xo)”+1>

En particulier, pour xp = O on a

f(x)= i 1 '(O)xk +0 (x"”) (3.36)

Cette égalité est également connue sous le nom formule de MacLaurin
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Développements limités

Définition 3.17 Soit f une fonction numérique définie et continue au voisinage de xy € [a, b].
On dit que f admet un développement limité d’ordre n au voisinage de x ( en abrégé DL, (xo))
s'il existe des réels ap,aq, - - - ,ay, tel que : Vx € |[a, b]

f(x)=ap+a;(x—x0)+--+ay(x—x0)"+0 ((x - xo)”H) (3.37)

le polynome P, (x) = ao+ a1 (x — x0) + - - + an (x — x0)" , est appellé la partie principale ou
tout simplement le développement limité a l'ordre n en xg de f

Si la fonction f est indéfiniment dérivable sur un intervalle contenant xy, la formule de
Taylor-Young nous donne un développement limité a n’importe quel ordre n avec

f% (x0)
k!

ap = f (x0) et ay =

En particulier au voisinage de xo = 0 le développement limité d’ordre n de la fonction n
fois dérivable est
f(x)=ap+amx+-+ax"+0 <x”+1> (3.38)

Théoreme 3.15 Si une fonction f admet un développement limité d’ordre n au voisinage d'un
point xo, ce développement est unique.

Démonstration :

Posons h = x — xg et supposons que f admette deux développements limités différents
al’ordre n

f(x)=ao+amh+---+ah"+0 (W) =by+bih+ -+ b,h" + O (h"+1)

Soit k le plus petit indice i tel que a; # b;. On a alors :

f(x) = agh* + ap W+ -+ a,h + O (W) = bph* + b B 4+ b 4O (B
alors (ar — by) B* + (ap;q — b)) 7V + -+ (ay — b)) " + O (W) =0

ou encore :

(ak = b)) + (A1 = b)) B+ o+ (a0 — b)) B K+ O (F) =0

On voit que (ax — bx) — 0si x — 0 ce qui est en contradiction avec I'hypothese.

— Remarque 3.5 \

L'unicité du développement limité d"une fonction en un point ne doit pas laisser pen-
ser qu'un développement limité caractérise entierement la fonction au voisinage de ce
point,

\. J

~

~— Remarque 3.6

Si une fonction f admet un DL a l'ordre 2 en xq, f (ou son prolongement) n’est pas
forcement deux fois dérivable en x(, Par exemple f (x) = x%sin (1/x) au point 0.

\. J
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Exemples du développement limité des fonctions usuelles

Les exemples donnés ci-dessous montrent que la formule de MacLaurin permet dans
certains cas d’obtenir le développement limité d"une fonction.

1 0 (n) 0
f(x):f(0)+f/(0)x+f2(')x2+---+fn,()+x”e(x) (3.39)
no ok 2 3 .4
Loexp(x)= L +0 () =1+x+ 2+ 2+ + (Vx € R)
k=0
_ n k x2k+1 e x3 x5 x7
2 sm(x)—kgo( 1) (2k+1)!+0(x )| = TR (Vx € R)
v 1)k x 2n+1) _— _ﬁ x74_x76
3 cos(x)—kgo( 1) (Zk)!+O(x )=1 o (Vx € R)
LIn(1+r) =¥ (-1 +O(”“)—x—x—2+x—3—’i4+ (Ix] < 1)
' k=0 k 2 '3 4
no y2k+1 nia ¥ x5 47
. sinh Z = S S T S
5. sinh (x) = §(2k+1) + O (x*12) = e e (Vx € R)
o x%k 2ntl 2 A 46
6. cosh (x) = z Mol 0 (a1 = 1+ % SIS e (Vx € R)
7. (1—|—x)m:1+mx—|—(mZ'_l)xz—l—--~—|—m(m_l)”n.’(m_n—i_l)x”—i—O(x”“)
(lxl <1)
1
8. m: ixk:1+X+x2—|—x3—|—---—|—x”—|—0(x”+1) (Jx| < 1)
Vitx 22 2' 2'22) 3!

Lorsque f (x) est une fonction compliquée, le calcul des dérivées successives de f de-
vient souvent penible lorsque 1'ordre s’éleve et la méthode de la formule de MacLaurin
risque de conduire a des calculs inextricables si on veut avoir le développement limité de f
jusqu’a un ordre suffisament grand. Aussi, souvent on déduit le développement limité de f
de ceux des fonctions plus simples qui permettent de définir f par des opérations usuelles

Soient f (x) et g (x) deux fonctions ont des développements limités a 1’ordre n au point
x9 = 0. Onadonc:

f(x) :[lo+ﬂlx+g2x2+..._|_anxn+o(anrl)

et
G (x) =bo+ bix + 5o + -+ byx + O (xn+1>

1. Somme des DL : La fonction (f 4 g) admet un développement limité d’ordre n au
voisinage de 0, obtenu en ajoutant les développements limités d’ordre n de f et de g.

(f+8)(x)=(ao+bo)+ (a1 +b)x+ -+ (an+by)x"+ O (x”“) (3.40)
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[J Exemple 3.19 Si f (x) =sinx +cosx alorsle DLs (0) de f (x) est :

f(x) = <x—’;+’;+x5e1 (x)) + (1—’j+fj+x“sz(w>

— 1o 1s, 14, 1 5 5
=1+x ¥ T gX F ot + x¢ (x)

2. Produit des DL : La fonctionfg admet un développement limité d’ordre n au voisi-
nage de 0, obtenu en conservant tous les termes de degré inférieur ou égal a n du
produit des développements limités d’ordre n de f et de g.

(fg) (x) = apbo + (apby + a1bp) x + - - - + (i aibni> x"+0 (x”“) (3.41)

i=0

X

e
0 Exemple 3.20 Considérons la fonction ¢ (x) = et calculons le DL3 (0) de
1 1
Onaex:1+x+§x2+6x3+0(x4)
1 1 3 5
—1_= 22 - 233 L0 (x*
1+x SX g =X (x*)
g(x) = 1—|—x+1x2—|—1x3+0(x4) 1—1x+§x2—3x3+0(x4)
2 6 2 8 16
1 3 1
:1+§x+§x2—@x3—|—0(x4)

3. Quotient des DL : La fonction h = f; admet un DL, (0) :
h(x)=co+crx+cx?+- - +cux" +0 <x”+1>
onadonc f = hg c’est-a-dire :

n
ag = boco, a1 = bocy + bico, - -+, an = Y _ iy
i=0

ces égalités déterminent de proche en proche les nombres ¢, :

_ﬂo _al—b1C0 _1 _n ' }
C0= g C1F g o = (an ;}blcn_l> (3.42)

[0 Exemple 3.21 Calculons le développement limité a I'ordre 4 de h (x) = tan x.

o sin x
Par définition tan x =

COos X

sinx = x — %x3—|—O (x5)

1 1 4 6
cosx:1—§x2+ﬂx + O (x%)
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X — %x3+O (x°)

1 1
R Y 6
1 ¥ +24x + O (x°)

alors : tanx =

= co+ 01X + 02x? + 3x° + cgxt + O (x°)
D’oit :

x— %x3 +0 (x°) = <1 — %xz + ix‘* +0 (x6)> (co+ c1x + c2x? + c3x° + cax* + O (x°))

1 1 1 1
=co+cix+ (cz — 2c0> x>+ ((:3 — zcl) X3+ (24c0 - 50+ C4> x4+ 0 (x°)

Par identification on trouve :

1
co=20 cg=1 cz—§c0:0:>02:0

C_lc _—1:>C_—1+1_1
72T e 7762 3

ic—lc +o | =0=c=—+;
g0 Tyt )= 4=

tanx = x + %x3+0 <x4)

4. Composition des DL : Si g (0) = 0, la fonction (f o g) (x) = f (g (x)) a un développe-
ment limité a ’ordre n en 0, dont la partie réguliére s’obtient en ne conservant que les
termes de degré inférieur ou égal a n dans

ag (blx—l— o+ by + 0 (x”“)) + o tay (b1x+~--—|—bnx” +0 (x”“))
(3.43)

11 faut bien prendre en garde a la condition g (0) = 0 quand on substitue.

[1 Exemple 3.22 Calculons le DLy (0) deIn (cosx) .

Soit u (x) = cos x.

Remarqu’on que u (0) # 0, on peut prendre une fonction v (x) telle que v (0) = 0, soit
2 4

gy —1— - _r 5
v(x)=1-u=1 cosx = - 24—|—O(x)

4\ 2 24
SR T s x ot 5
"2t g PO =g O

5. Dérivation des DL : Si f (x) est de classe C"*! alors f’admet DL, (0), obtenu par dé-
rivation terme a terme de DL, (0) de f
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' (x) = a1+ 2ax + - - - + na,x L+ 0 (x7) (3.44)

[J Exemple 3.23 Si on démande de calculer le DL, (0) de f (x) =

déduire de celui de tan x par dérivation :

———, on peut le
cos2 x’ P

1
cos2 x

:1—|—x2—i—O(x3)

6. Intégration des DL : Si f admetun DL, (0) et F est une primitive de f sur 'intervalle
I, autrement dit F est dérivable sur I et F' (x) = f (x) pour tout x € I, alors F admet
un DL, 4 (0), obtenu en intégrant le DL de f

1
F(x) = F(0) +aox + smx®+ -+ %x”+1 +0 (x"2) (3.45)

|:| N’oublier pas F (0) .

[ Exemple 3.24 Soit a calculer le DLy (0) de F (x) = arctan x.

1
La dérivée de arctan x est F' (x) = f (x) 112
1 n
On sait que DL, (0) de =y
1-x o
1 2,3 4,5 7
Alors.1+x:1—x+x — x>+t —x° +x0+ 0 (x7)
Par suite : .
— 2, 4 .6 7
m—l—x +x* —x°+0 (x')

En intégrant la dernieére formule avec F (0) = 0, on trouve
1 1 1
— 3 5 7 9
arctan ¥ = x — 2x° 4 £x7 — x +0 (7).

7. Parités des DL : Si une fonction est paire (resp. impaire), alors que son DL, (0) ne
contient que des puissances paires (resp. impaires) de x.

[0 Exemple 3.25 :
sin x est impaire :

¥ N

sinx:x—§+§—ﬂ+a_...

cos x est paire :

x* xt xf

cosx:1—5+a—a+§_...
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Q Pour calculer un développement limité a 1’ordre n d’une fonction f :

rocédez par étapes en commengant par développer les différentes fonctions qui composent
f; tous ces développements doivent absolument étre au méme ordre n.

O Si vous calculez un développement limité de f o g en O a partir des développements de f et
g en 0, n’oubliez pas de vérifier la condition g(0) = 0.

O Disposez clairement vos calculs : vous y repérerez plus facilement les fautes éventuelles.

O Si les calculs conduisent a une diminution de I'ordre (par exemple a cause d'une division
par x dans un développement en 0), reprendre depuis le début avec des développements a
un ordre plus élevé.

O Si I'on integre un développement limité ou si I'on multiplie par x un développement en 0,
on gagne un ordre ; en multipliant par x2, on gagne deux ordres, etc.

Développements limités généralisés

Définition 3.18 Soit f une fonction définie au voisinage de 0 ; sauf peut étre en 0 : Si la fonction
xP f (x) admet un D.L au voisinage de 0 :

XPf(x)=co+erx+ex®+---+cpx+0 <x”+1>

alors
@ c c _
fa)= 3+ ot g T e 40 (2 (5.46)

on dit alors que f admet un D.L généralisé au voisinage de 0.

1

[0 Exemple 3.26 La fonction f(x) = P

n‘admet pas un D.L au voisinage de O

<limf (x) = +oo> .Par contre

x—0
xf(x) = 1ix =1+x+x*+x>+0 (x*)
d’oit (x):%(l—l—x—l—xz—i—x?’—i—O(x‘l)) :%+1+x—|—x2—|—0(x3)

[0 Exemple 3.27 f (x) = cotx <lin”(t)cotx = —|—oo>
X—

1 1 2
xootx =1— 22— —x— 2 364 O (x8) = 1508

- 31 . 4% i 2;15 ) sinx
x‘cosx—x—123x +1243; + (3;)
smxl:x—lgx 14—@3; +O(x3)1
xcotx = (x—2x3—|—24x5—|—0(x7)> (x—|—6x+360x3—|—15120x5—|—0(x7)>
:1—%x2—%x4—%x6+0(x7)
D’oit:cotx:———x—ix3—ix5+0(x5)

x 3 45 945
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Développements limités aux voisinage de 1'infini

Définition 3.19 Une fonction f (x) admet un D.L. d’ordre n au voisinage de l'infini si la fonction

1
F(t) = f | — | admet un D.L. d’ordre n au voisinage de 0.
X

Silenestainsiona:
P (x) = ao + a1t—|—ﬂ2t2 + e _|_ant1’l _|_ O <t1’l+1>

a1 a a 1
f(x):ao+x+362+“'+;l+0<w)

2

-1
[0 Exemple 3.28 D.L.de f (x) = xxz Tox d’ordre 2 au voisinage de l'infini.

ey

- R 2 3
LeDLz(O)del+2t est.1+2t 1—-2t+42+0 (P)
F(t)y=(1—-1) (1-2t+4240(#)) =1-2t432+ 0 ()

2 3 1

[ Exemple 3.29 D.L. généralisé de f (x) = v/x3 — x2 au voisinage de I'infini.

En posant t = — on se raméne au voisinage de O
x

- () 33 (000

tF (t) = (1 — )3 admet un D.L. au voisinage de 0. A I'ordre 4 on obtient :

s, 11, 5, 4
(1-1) 1 _11 %t o ~ g1t + 0 ()
E — - _ - _Zy_ P2 3

(t) F 73 9t 81t+O(t)

1 1 5 1

Utilisations des développements limités

(3.47)

(3.48)

Les développements limités sont utilisés dans le calcul de limites, dans la construction
de la courbe représentative d"une fonction, notamment pour préciser la position relative de

la courbe et d'une asymptote.
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Infiniment petit, infiniment grand, Fonctions équivalentes

Définition 3.20 On dit que f (x) est infiniment petit au voisinage de 0 si f (x) tend vers 0
quand x tend vers 0.

Par exemple : x3,sin x, xIn x sont infiniment petit au voisinage de 0.

Définition 3.21 On dit que f (x) est infiniment grand au voisinage de 0 si f (x) tend vers oo
quand x tend vers 0.

Par exemple —, xe!/* sont des infiniment grand positive au voisinage de 0.
x

Définition 3.22 Les fonctions f (x) et g (x) sont équivalentes au voisinage de 0 si on a :

f(x) =g (x) (1+e(x)) (3:49)

oit € (x) est un infiniment petit quand x tend vers 0.

On utilise les notations :

fryg ou f=g+0(3)

Remarque 3.7

Si g (x) ne s’annule pas dans un voisinage de x = 0 la relation f ~ ¢ équivaut encore a
f ()
— 1

la propriété .
prop g (x) x—o0

Définition 3.23 On dit que f (x) est infiniment petit d’ordre n par rapport a x si l'on a :
f(x) ~ax"avecn >0 eta # 0.
Lorsqu’il est ainsi on dit que ax" est la partie principale de l'infiniment petit f.

Il est facile d’obtenir cette partie principale lorsque f a un développement limité.

Théoreme 3.16 La relation entre fonctions équivalentes vérifie les propriétés suivantes :

~ /N/ /N / iNg
Lfgedf g8 =Fffyseedsy

2. Silimf=4{etf~galrslimg=1~¢
x—0 0 x—0

3. (f + f') n'est pas équivalente a (g + g')

O Exemple 3.30 :

sinx ~ x tanx ~ x eX—1~x
0 0 0
x2
1—cosx ~ — In(1+x)~x 5x2 — x3 ~ 5x2
0o 2 0 0
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~ Remarque 3.8 .

D’une fagons analogue on définit les fonctions infiniment grands équivalents, en parti-
culier on a

f(x) =g (x) (1 +e <i>) (3.50)

1 1
avec € () tend vers 0 avec —
X x

On note

Calcul de limites

Nous avons vu pour les fonctions que les théorémes énoncés sur les limites ne per-
f(x)
g (x)
tous les deux vers 0 ou tous les deux vers co. de méme la limite de la différence f (x) — g (x)
n’est pas données par un théoreme général lorsque f (x) et ¢ (x) tendent vers +oco. Nous ap-
pellerons formes indéterminées des expressions dont les limites ne sont pas immédiatement
obtenues par les théoremes généraux concernant les opérations sur les limites.

Quand une limite se présente sous forme indéterminée, un développement limité permet
le plus souvent de trouver la réponse.

mettent pas d’obtenir, par exemple, la limite de quotient lorsque f (x) et g (x) tendent

0
1. F -
orme 0

C’est la forme indéterminée la plus courante a laquelle peuvent se ramener la plupart
des autres formes.
f (%)

Une fonction F (x) se présente sous la forme F (x) = T(x)’ les fonctions f (x) et g (x)
tendent toutes les deux vers 0 si lorsque x tend vers xg. Il est commode se ramener au
cas xo = 0.

Pour étudier le comportement de F on peut remplacer f et g par des infiniments petits
équivalentes f et g1.
F(x) _ f(x) ~ fi (x)

glx)  g1(x)

En particulier si f et ¢ sont des infiniments petits d’ordres n et m par rapport a x dont
les parties principales sont ax” et bx™, la fonction F (x) se comporte comme le quotient
ax"

bxm

(a) Pourn > m: F(x) tend vers 0 avec x.

a
b

(c) Pour n < m : F (x) tend vers l'infini lorsque x tend vers 0.

(b) Pour n = m : F (x) tend vers — lorsque x tend vers 0.

[ Exemple 3.31 Soit a chercher la limite lorsque x tend vers 0 de la fonction :

sinh x — sinx

tanx — x
On est en présence de la forme g
Ona:
; - ¥ s ¥ s 13,3
sinhx —sinx = x—f—g—i—xe(x) - x—g—i—xs(x) = 3% + x°e (x)
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3 1
tanx — x = <x—|—g—|—x3s(x)> —x=§x3—|—x3£(x)

3 . _ .
x°/3 1 done lim sinh x — sinx _q
x3/3 X—0 tanx —x

Par suite y a la méme limite que le quotient

1—
[1 Exemple 3.32 Calculons lim - COSBY aeReth € R
x—0 coshbx — 1

cosax =1— %cﬂxz +0 (x4) — 1 —cosax = %azxz +0 (x4)

1 1
coshbx =1+ Ebzx2 + 0O (x*) = coshbx — 1 = Ebzx2 + 0O (x%)

1 — cosax a2x2/2_£
coshbx —1  b2x2/2 b2
2

lim 1 — cosax _a
x—0coshbx —1 1?2

[l Exemple 3.33 Cherchons la limite lorsque x tend vers 0 de la fonction :

3 2x

Fx) = e’ —e ¥ —sinx
V143 x—V1+2x—x/2
Ona
e3x:1+3x+gx2+0(x3),ezx:1—|—2x+2x2+0(x3),sinx:x+O(x3)
X — o2 _ ginx = 1+3x+§x2+0(x3)> — (1+2x+2x24+0 (x%)) —
(x+0(2))
:gx2+O(x3)
\/1+3x:1+gx—§x2+0(x3)
\/1+2x:1+x—%x2+0(x3)
\/1+3x—\/1+2x—x:<1+§x—zx2>—(1+x—;x2>—x/2
:—gx2+0(x3)

5x2/2 _
JO)~ Z5ays =

e — 2 _ginx

lim = —
=0 4/14+3x — /1+2x —x/2

(0)0]
2. Forme — :
(e8]

f(x)
g (x)

finiment en valeurs absolues lorsque x tend vers xq. En écrivant F =

C’est le cas ot F se présente sous la forme , les fonctions f et ¢ augmentent indé-

1—g on voit que
1/f d

cette forme se raméne immeédiatement a la forme indéterminée o
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Si f et ¢ sont des infiniments grands d’ordres n et m par rapport a x dont les parties
n

principales sont ax” et bx™, la fonction F (x) se comporte comme le quotient ek

(a) Pourn > m : F (x) tend vers l'infini avec x.
(b) Pour n = m : F (x) tend vers % lorsque x tend vers l'infini.
(c) Pourn < m : F (x) tend vers 0 lorsque x tend vers l'infini.
|
(] Exemple 3.34 Calculer lim ————
x—too x2 4 2x
onale DLy (0)deF(t) = f <i> est:F(t) =1—-2t+3t2+ 0 (£3), (exemple 3.28)

2 3 1 _oxt—1
Alorsf(x)—l—x+x2—l—0<x,3) :xETwm—l

3. Forme 0 x oo :
On appelle forme indéterminée 0 x oo, pour x = xp, une expression f (x) x g (x) out
f (x) tend vers 0 et g (x) tend vers l'infini quand x tend vers x.Il en est ainsi la fonction
xInx.

[J Exemple 3.35 Calculer lirf x2 (e% —elJ%x)
X—-+00

. ) . 1 .
11 s’agit d’une forme indéterminée (0 x oo). En posant t = E;t — 0six — +oo,0na

1 1 t o . R YA
= T = et la limite demandée est lim = (e — el+t> .
1+x 1+ : 14t t—0 t

Calculons le développement limité a I'ordre 2 au point O du terme (et — eﬁt>

1
t —42 3
e_1+Hdt+O@)

1 -1 — 2 3
T3} t+t2+0(F)
‘%}ZNL4+#+OW»:t_ﬂ+OW)

et =1 (-2 L (-2 10 (P) =141 - 12 +0(¢)

L1
el — et =24+ 0 () par suite 7 (et — eﬁf) =14+0(1)
O (1) est une fonction qui tend vers 0 quand t tend vers 0, on en déduit
1
lim x? <e% —el%x> = lim (et - e%ﬂ> =1
t—0 2

4. Forme 1% :
C’est une expression de la forme y = f (x)$ ™) on f (x) tend vers 1 et g (x) tend vers
l'infini si x tend vers a.
On introduit la fonction z = Iny = g (x)In f (x) telle que In f tend vers 0 si x tend
vers 4, on se rameéne donc a la forme indéterminée 0 x co.

1 + X> (le)z

[J Exemple 3.36 Calculer lim y (x) et lim y(x)oity(x) = (
x—1+ x—1- 3—x

est positif, donc I'expression dont on veut la limite est bien définie

ﬁxey43L;+x

au voisinage de 1. C’est une forme indéterminée 1°°.
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Soitz =Iny = ! 2ln(l—i_x>
(x—1) 3—x

Posons t = x — 1 : t tend vers 0 quand x tend vers 1

Dioit -5 — 1 n T+x) 1 2—|—t_lln 1+1t/2
B )2 3—x) R 1—t/2

(x—1
On doit calculer la limite de cette derniere expression quand t tend vers 0.

2oy

On a les développements limités a I'ordre 2 au point 0 :

L 1o 3
ln<1—|—2>—2t gt +0 (¥)

L D 3
11'1(1 2>_ 5t 8t+O(t)

14+/2) t £\ 5
ln<1_t/2> —ln<l+2>—ln<1—2> —t+O(t)

ein(157) = 0ro@) =1 (1+57)

t t

Quand t tend vers Of ) tend par définition vers 0, donc (1 + Of)) tend vers 1
Par suite :

.1 1+1t/2 .1

lim — 1 = lim -~ =
ot 20 <1 —t/2> p e

lim 2in (LH2) i 1o o
=0 12 1—t/2) =0t

En prenant I'exponentielle, on en déduit

lir%y (x) = +oo et lir?iy (x)=0

Car lim e¢* = +o0 et lim e* =0

X— 00 X——00

5. Forme 0° :
Cestlecasouy = f (x)g(x) et f (x) et g (x) tendent vers 0 si x tend vers a.

Comme dans les cas précédent, on pose z = Iny = g (x)Inf (x) et on ramene a la

forme (0 x o)

Silimz = /¢ alors limy = e’
X—a X—a

6. Forme co — o0 :

C’est une expression de la forme f (x) = g(x) —h(x) ot g(x) et h(x) tendent vers
l'infini si x tend vers a.

L'utilisation de DL permet de trouver la limite de f (x).

[ Exemple 3.37 Calculer lim (\/ x24+3x+2— x)

X——+00
Onposet = 1
P Cx

t tend vers lorsque x tend vers I'infini.
1 3 1 1 1
N 2—x=4/>+"42—-="V1+3t+22— -
Xt +3x+2—x 2 tit P =7 + 3t + 7

.1 1, 3
\/1+u—1+2u g4 + O (u®)
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\/1+3t+2t2:1+%(3t+2t2)—%(3t+2t2)z+0(t3):1+§t—ét2+0(t3)
1 1 1 3, 1 3 1

- 2 - Vr_ 42 3\ _ —_ - _ = 2
V13428 — o = - 145t 8t+O(t) 1) =3 8t+O(t)

lim (\/x2+3x+2—x>:1im > Liiom)=2

x— 400 t—0 \ 2 8 2

Position d’une courbe par rapport a sa tangente

Si une fonction f possede un développement limité d’ordre 1 au voisinage de a, celui-ci
détermine I"équation de la tangente a la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

Si on peut pousser ce D.L. & un ordre supérieur, le premier terme non nul qui suit per-
met de préciser la position de la courbe par rapport a cette tangente au voisinage du point
d’abscisse a.

Considérons une fonction admettant un développement limité d’ordre 2 au voisinage
d’un point a,un tel développement limité est de la forme

f(x):oc+5(x—a)+’y(x—tz)2+O((x—a)3> (3.52)

avecaw = f (a) et p = f'(a)

L’équation de la tangente au point a est
y=a+p(x—a) (3.53)

Or le signe de la quantité f (x) — [a + B (x — a)] permet d’étudier la position de la courbe
par rapport a sa tangente.

1. Si'y#0,ona:'y(x—a)2+0<(x—a)3> r;’y(x—a)z donc

fx) = la+p(x—a) ~7(x—a)

— Siy > 0 alors au voisinage de a la quantité f (x) — [« + B (x — a)] est positive et la
courbe est au dessus de sa tangente en a

— Siy < 0 alors au voisinage de a la quantité f (x) — [« + B (x — a)] est négative et la
courbe est au dessous de sa tangente en a

2. Si vy = 0 onne peut plus passer aux équivalents. On essaie alors d’obtenir un dévelop-
pement limité d’ordre supérieur.

Supposons qu’il existe un développement limité d’ordre 3 de la forme :
f(x):uc+/3(x—a)+5(x—a)3+o((x—a)4> (3.54)
On supposera § # 0.Par un raisonnement identique au précédent, on a
f @)~ latBlx—a)~5(x—a)

Mais ici quel que soit le signe de § comme (x — a)3 change de signe suivant que x est

supérieur ou inférieur a a la quantité J (x — a)3 change également de signe. La courbe
est soit au-dessus de la tangente avant a puis au-dessous, soit au-dessous puis au-
dessus : on a en a un point d’inflexion.
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[0 Exemple 3.38 f (x) = sinx

[N
4 |
N T

Au voisinage de x = 0,0ona:sinx = x — 6x3 + O (x°), I'équation de la tangente au point
x=0est:y=x
3
(sinx — x) a le méme signe que s
x = 0est un point d’inflexion, la courbe représentant sin x, est située au dessus de la tangente,
si x < 0 et en dessous de la tangente si x > 0.

Position par rapport a une asymptote

Sila fonction f (x) admet un développement limité généralisé au voisinage de I'infini de
la forme :

f(x):ax+b+i+0<xlz> (3.55)

alors la droite A d’équation : y = ax + b est 'assymptote a la courbe C¢ de f en +oo

(resp. — )
De plus :

1. Sic > 0, alors A se trouve au dessous de Cy.
2. Sic < 0, alors A se trouve au dessus de Cr.

3. Sic = 0 on ne peut pas conclure directement et il faudra donc faire un DL généralisé a
I'ordre 2.

En générale, si le DL généralisé au voisinage de I'infini est de la forme :

f(x):ax+b+;k+o<xlk> (3.56)

f (x) — (ax +b) est du signe de %, ce qui donne la position de Cy par rapport a A

[ Exemple 3.39 Soit f (x) = V1+ x + x?

1 1 1
pour x > 0,0na f (x) :x\/1+;+p,enposantt: ;onobtient:

mzl—l—%(t—l—tz)—%(t+t2)2+0(t3) :1+%t+gt2+o(t3)
L 1 3 1
Am51.f(x)—x—|—2+8x2+0<xs>

Ary=x+ 5 est 'equation de I'assymptote au voisinage de 4-oo

Ona % >0, Cf est au dessus de A
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Exercices

Exercice 3.1 Soit

N
f(x):{XZS;nx si x#0

si x=0

1. Montrer que f est dérivable en x = 0
2. Trouver f' (x)six #0

3. Etudier la continuité de f' (x) en x =0

Exercice 3.2 En utilisant la définition, calculer les dérivées des fonctions suivantes :

1. f(x) = 3. f(x)=+vx 5. f(x) =sin2x
2. f(x) = 4. f(x)=2x2—x 6. f(x)=In(x)

= | = Rw

Exercice 3.3 Trouver les angles formés par I'axe Ox et les tangentes aux courbes des fonctions
suivantes aux points indiqués :

1. y=x" x=1 x1=-1 3 y=vx xo=1 x1=2

x 4. y=sinx xo=7m/2 x1=0

Exercice 3.4 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :

. x° +2x s [xF1 9. sin3x cos 5x2
x—1 VYV x—1 1
sin x 6. tan (In (x)) 10. - tan®x — tanx
2. X x+1 3
3. /Xt /x 7 In x—1 11. In(cosx)
' In x
4. sinv/x2 8. cos (x) 12. tan (e* + sinx)
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Exercice 3.5 Soient u (x) et v (x) sont deux fonctions de la variable x.
1. Siy = u®. Calculer Iny, (Iny)' et démontrer que :

v = ou'u" + u% Inu

2. Siy = e". Démontrer que : y' = u'e"

Exercice 3.6 Calculer les dérivées des fonctions suivantes

1. esinx 4. xlnx 7. 10xtanx
5. (sinx)S™¥
2. xt ; 8. sin (v1—2%)
o
Z\n 1
3. exp (x%) 6. <n) 9. a*o8x

Exercice 3.7 Démontrer les formules des dérivées des fonctions trigonométrigues inverses :

1 ' 1
1. (arcsinx) = ——— 3. (arctanx) =
( ) V-2 ( A
1
2. (arccosx)' = ————
( ) T
Exercice 3.8 Calculer les dérivées des fonctions suivantes :
X 2 x
1. arcsin — 3 t X 5. arctan
a - arctan —5—— NG
.X arccos x
2. arcsin 1 4. arccose* 6. —
Exercice 3.9 Calculer les différentielles des fonctions suivantes :
— qin2 X x+1 — /x4
1. y=sin“x Z.yzarctanE 3. y=In + 4. y=+vVx

Exercice 3.10 Déterminer les équations de la tangente et de la normale au point My (xo, f (xo))
sur les courbes suivantes, puis déduire les longueurs de la tangente, de la sous-tangente, de la
normale et celle de la sous-normale.

l.y:x3—3x2—x+5;x0:3 3. y=uxsinx;xg =75
1
2.y =2px%x) =2 4.y:§;xo:1
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Exercice 3.11 Utiliser le théoréme de L'Hospital pour caluler les limites suivantes :

. sinx . 1—cosx . xsin x . X —arcsinx
1. im 3. lim ——— 5 lim —— 7. lim —
x—0 X x—0 X x—01 — cosx x—0 sin” x
X ) . sinx —sin . Insin3x
2. lim — 4. lim x cot2x 6. lim 8. Iim ——
x—00 ¥ x—0 x—a x—0 Insinx

Exercice 3.12 Vérifier le théoréme de Rolle pour les fonctions suivantes :

1. y = x* — 3x + 2 sur le segment [1,2]

2. y = x3+5x% — 6x sur le segment [0,1]

2

3. y = sin” x sur le segment [0, 77

Exercice 3.13 On démande de fabriquer un cylindre de rayon de base r et de hauteur h dont
le volume est de 1 (litre) . On utilise une plaque de cuivre. Calculer les valeurs de v et h d’une
fagon que la quantité de matériau utilisé soit au minimum, en négligeant I'épaisseur de plaque.

Exercice 3.14 Calculer I'aire maximale d’un rectangle inscrit dans le demi cercle supérieur
(y > 0) d’équation x> + y*> = 4.

Exercice 3.15 Un fil de longueur L est a utiliser pour faire un carré de coté x et un triangle
équilatéral de coté y. Comment le fil doit étre divisé pour que la somme des 2 aires du carré et du
triangle soit minimale ? soit maximale ?

On rappelle qu'un triangle équilatéral a 3 cotés égaux et que I'aire d'un triangle est égale la
moitié du produit de sa base et sa hauteur.

Exercice 3.16 Un tracteur partant d'un point A situé sur une route rectiligne doit atteindre un
point B situé dans un champ. On connait les distances AC = { et CB = d.

On sait que le tracteur va deux fois moins vite dans le champ que sur la route.

11 quitte la route en un point D de [AC| a préciser. Les trajets successifs de A a D et de D a
B sont supposés rectilignes.

Déterminez le point D pour que le temps total soit minimal. Discutez suivant £ et d.
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Exercice 3.17 Un cylindre de rayon r et de hauteur h, est inscrit dans une sphere de rayon R.Le
milieu de I'axe du cylindre se trouve au centre de la sphere.

Trouver, en fonction de R, le rayon r et la hauteur h du cylindre de plus grand volume
possible.Calculer r et h pour R = /3.

Exercice 3.18 Un cylindre de rayon r et de hauteur h, est inscrit dans un cone de révolution de
rayon de base R et de hauteur a.

1. Trouver, en fonction de R et a, le rayon r et la hauteur h du cylindre de plus grand volume

possible.
2. Calculer r et h pour R = 60cm et a = 100 cm
]
h
BN

o

Exercice 3.19 Dans un disque de papier de rayon R, on découpe un secteur angulaire d’angle
x radians (x € [0,27]), avec lequel on confectionne un cornet de frites conique. Déterminer x
pour que le volume du cornet soit maximal.

. 1
Le rayon r de la section du cone est tel que : 27tr = Rx et le volume du cone est V = gnrzh.
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Exercice 3.20 On considére la sphére ¥ de centre O et de rayon R = 1. On voudrait mettre a
Uintérieur de X la partie principale d’un cone, dont le sommet est le pole nord de X.. On suppose
que le rayon de base du cone est r, sa hauteur est h € [1,2] et sa directrice est de longueur .
On rappelle que I'aire d’un tel cone est S = mtrl et le volume est V = %m’zh. L’objectif de cet
exercice est de mettre un cone de surface maximale dans la sphere

1. Montrer que r* = 2hR — h? oit R = 1 est le rayon de la sphere.
2. Déduire que S*> = 272 (2h% — ®).

3. Quels doivent étre h,r et £ si S est maximale ?

4

. Les valeurs ainsi trouvées de h et r, correspondent -ils a un volume maximal du domaine
intérieur au cone ? Justifier !

5. Trouver I'aire maximale du cone qu’on peut insérer dans la shpére.

Exercice 3.21 Appliquer le théoréme des accroissements finis a la fonction f (x) = x — x> sur

Uintervalle [—2,1] en précisant la valeur de c.

1
Exercice 3.22 On considere la fonction f (x) = X E [a,b],avec 0 < a < b < oo

montrer que, pour tout h € |0,b — a|, il existe un unique 6 vérifiant

fla+h)—f(a)=hf"(a+6h) (E)

(les valeurs de a et b étant fixés). On note 0y, cette valeur de 6. Calculer ), (en fonction de a et h

déterminer lim 6;,)
h—0+

Exercice 3.23 Omn veut étudier les sommes

1 1 1
S T
Sn +2+3+ +n

oitn € IN*.
1. En utilisant la formule des accroissements finis pour la fonction In x, montrer que pour
tout x > Oona 1 .
—— <In(x+1)—Inx < -
1+x (x+1) x
2. Soit n un entier au moins égal a 2.
Ecrire cet encadrement pour x =1,x =2,..,x = n — 1. En déduire que I'on a :

S,—1<Inn<S,_4

3. Montrer que pour tout entier n > 1, onaln(n+1) < S, < 1+ Inn. En déduire

. . n
lim S, = +ooet lim =
n——+oo n—+oo Inn
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Exercice 3.24 Calculer les développements limités suivants au point 0, a l'ordre n :

1 1 e n=3 8. eSn¥ p =4
1-x sinx
2. VT—x+V1+x,n=3 9. (cosx)™",n =4
3. sinxcos2x,n =3 1
10, ————,n=
4. cosxIn(1+x),n=3 1+x+x
5 1+x3)vV1—-x2,n=3 i sinx — 1 A
S —n=
6. In*(14+x),n=3 cosx +1
7. In (Smx>,n:4 p 0Ex) 5
x sinx

Exercice 3.25 Calculer le développement limité a I’ordre 3 au point O de

f (x) = arctan <xi2>

de trois facons :

1. par la formule de Taylor-Young
2. par composition de développements limités

3. en commengant par calculer le développement limité de f'.

Exercice 3.26 Calculer le développement limité en x = 0 a l'ordre 3 de In (1 +sin’x). En

In (1 in% x
déduire la limite lim w
x—0 2x2

Exercice 3.27 Calculer le développement limité en x = 0 a l'ordre 3 de In (1 — xcos®x) . En
In (1 — xcos?x)

déduire la limite lim
x—0 3x

Exercice 3.28 Soit la fonction pour tout définie par

f(x)=vV1+x+x2

1. Déterminer le développement limité de f (x), a I'ordre 2 au voisinage de O .

2. En déduire I'équation de la tangente au point d’abscisse x = 0 et la position de la tangente
par rapport a la courbe.

3. Déterminer une équation de I'asymptote en 4-oo ainsi que la position de cette asymptote
par rapport a la courbe.
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Exercice 3.29 Soit f: D — R: oit D =]—1,1[U]1, +oo| , définie pour tout x € D par :

1+x
1—x

f0= (21

1. Donner le développement limité de f , a I'ordre 3, dans un voisinage de 0.
En déduire que le graphe de f (x) admet une tangente (T) au point d’abscisse x = 0.
Donner une équation cartésienne de (T) et préciser la position du graphe par rapport d
(T)-

2. En utilisant un développement asymptotique de f (x) en +oco , démontrer que le graphe de
admet une asymptote (A)

Donner une équation cartésienne de (A) et préciser la position du graphe de par rapport i
(A).

Exercice 3.30 Soit f : |—1,0[U]0, +00[ — R définie par

In(14+x)—x
2

fx) =

1. Déterminer le développement limité de f au voisinage de 0 a I’ordre 2.

2. Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est alors
dérivable en 0.

3. Déterminer alors I'équation de la tangente en O et étudier la position de la courbe représen-
tative de f par rapport a sa tangente en 0.

Exercice 3.31 Soit la fonction

_ e*siny —In(1+x)

flx) =

x2

1. Montrer que f et prolongeable par continuité en 0.

2. Montrer que le prolongement de f est dérivable en 0.

Exercice 3.32 Calculer les développements limités de f (x) au point xq a l'ordre n, dans les cas

suivants :
1. f(x)=vx;n=3,x=2 5. f(x)=Inx,n=4,x =1
2. f(x)=x%n=4;x9g= -2 In (x)
6. = =2,x0=1
3. f(x)=x*+Ln=4x =1 ) (1+x)2’n 0
4. f(x) =sinx;n = 3;xp g
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Exercice 3.33 Calculer les développements limités suivants :

Vx+2 o 4, e V% e —coa lordre 3
1. en +oodl'ordre 3
Vx x2 —x
NI 5. en +oo g l'ordre 2
2. % en 4oo et —oo a lordre 1 1+x
3. €2/% en +ooal'ordre 3 6. \/3+x+x2;\/2—x+x2 en oo a l'ordre 2

Exercice 3.34 Déterminer le développement limité a I'ordre 1 , au voisinage de 1 de la fonction

définie par :
1

Exercice 3.35 Soit

f ( x) — esinx
1. Déterminer le développement limité a I'ordre 4, au voisinage de g de f (x).

2. Donner un équivalent de f (x) — e en 5

in
sinx _ ,

3. En déduire lim 5
=3 (- 3)

Exercice 3.36 Calculer un développement limité a I'ordre 2 en x = 2 de

f(x)=Inx et g(x)=2>—x>—x-2

. . Inx —In2
en déduire : lim 3 5
x—=2 X0 — x4 —x—2

Exercice 3.37 Donner le développement limité a I'ordre 1 en 0, de f (t) = 1+ 3t +2t2 — 1

Calculer hT (\/ x2+3x+2— x)
X— 100

Exercice 3.38 :
1. Déterminer le développement limité a I'ordre 2 en 0 de (1 + h)%

1 X
2. En déduire le développement généralisé a I'ordre 2 de (1 + x)

1 X 1 2x 1 3x
limx? | (1+=) —4(1+—) +3(1+—
x—00 X 2x 3x

3. En déduire
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Exercice 3.39 On considere la fonction

)

1
1. Ecrire le développement limité généralisé de cos <2x> en +oco al'ordre 3

1
2. Ecrire le développement limité généralisé de 1|2 + i +oo a l'ordre 3

3. En déduire le développement limité généralisé de f (x) en +o0 a l'ordre 3

4. Ecrire I'équation de I'asymptote de f en +oo

Exercice 3.40 On considere la fonction

f(x)=x+Vx2+x

1. Ecrire le développement limité de (/1 + % en toco a l'ordre 3.

2. En déduire le développement asymptotique de f a I’ordre 2 en £oo

3. Ecrire les équations des asymptotes pour f en oo

Exercice 3.41 :

. o 1 .
1. Ecrire le développement limité de 1 x M voisinage de 0, a l'ordre 3.

2. En déduire le développement limité de ~ au voisinage de 0, a l'ordre 3.

1+e

3. Soit f (x) = ad -. En utilisant ce qui précede, déterminer I'asymptote au graphe de f
1+ex
pour x — +o0.

Exercice 3.42 Soit la fonction f(x) definie par :

X

f(x):h’l(l—}—x)_l

1. Déterminer le domaine de définition de f(x)

2. Déduire I'équation de la tangente de la fonction h (x) = ln(1x+x) au point x =0
. . 1 1
3. Calculer la limite quand x — 0 de la fonction : g (x) = nAtx x
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Exercice 3.43 Calculer, si elles existent, les limites suivantes :

sin 3x 1/x
1. li . (1+x)""—e
Ry tapr 10. }le}] X
2 lim sin 3x ,
" ¥—0 x tan 2x ) 1\"
1 — cos x 11. lim | cosh —
3. llm —_— X X
x—0 Sin x 7 N
4, lim X X8 12. lim (1 n >
x—0 X —SsInXx X—-+00 X
eX — cosx x
5 lim ———=— =1
0 X 13. lim (x+1>
Inx =1 2
6. lim P .
x—l Xt = 14. lim (cosx)? "
71 xInx x—Z
' x—1 x2 -1
e —1—x 15. lim<1—1>
8 chlg(l) Tenlx —0\x In(1+x)
(1 —¢*)sinx . 3
9. ~ - 16. lim (Va3 +x+1—+vVx2+x
x—0  x2+4+x8 x50

Exercice 3.44 Soit f la fonction définie par

1
24+3x+4x2+x3sin— si x #£0
f(x) = x Sr7
2 si x=0

Montrez que f admet, au voisinage de 0, un développement limité d’ordre 2 et que, pourtant,
£ (0) n’existe pas.

Exercice 3.45 Soit f : R — R une application définie par

1
x3sin; si x>0
f(x)= 0 si x=0

Blnlx| si x<0

Montrer que f est continue en 0.
Calculer f' (x) pour x # 0 puis ' (0)
Etudier la continuité de f' en 0.

Calculer la dérivée seconde f" (0) si elle existe.

Gk =

Peut-on utiliser la formule de Taylor-Young pour écrire le développement limité de f en 0
al'ordre 2 7 Pourquoi ?

6. Ecrire le développement limité de f en 0 a 'ordre 2 s'il existe.
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Chapitre 4

Calcul intégral

E calcul intégral joue un role fondamental en physique pour faire des calculs sur des
grandeurs continues (aires, volumes, flux, moment d’inertie,...) dans de nombreux
domaines : mécanique, électrostatique, thermodynamique... Le développement du
calcul intégral a commencé avec le calcul des aires comme limites d"une somme

infinie. Ces calculs ont invités I'étude de cas plus généralisé qu’on I'appelle intégrale

L’objectif du ce chapitre est discuter les méthodes de calcul de certains types des inté-
grales indéfinies fréquement utilisées en physique, en mécanique et en électronique, ainsi
quelques applications importantes des intégrales définies.

Notion de primitive, intégrale indéfinie

Connaissant une fonction f (x) continue sur un intervalle I on sait bien comment cher-
cher la dérivée de cette fonction en un point quelconque x € I. Dans la suite nous allons de
considérer le probléme réciproque : connaissant la dériveé f (x) on va essayer de déterminer
la fonction originale F (x) telle que F’' (x) = f (x) .( Figure 1).

0

FIG. 4.1 — Dérivée et primitive

Définition 4.1 Une fonction F (x) , de la variable réelle x, est dite primitive de la fonction f (x)
sur l'intervalle |a, b| si en tout point de cet intervalle F' (x) = f (x) ou bien dF = f (x) dx.

Par exemple : la fonction F (x) = x? est une primitive de f (x) = 2x sur R.
Cependant, F (x) = x? n’est pas la primitive unique de 2x, si on ajoute n’importe quelle
constante C a x?, la fonction G (x) = x? + C est aussi une primitive de f (x) = 2x.
La dérivée d’"une constante arbitraire C est égale a zéro, donc elle peut étre considérée
comme primitive de 0 par suite F (x) + C est une primitive de f (x), en effet :
[F(x)+C) = F (x)+C' = F (x) +0 = f (x)
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[ Exemple 4.1 x% 42, x% — 5, x> 4 405, ... sont toutes de primitives de 3x>.
Soit donc x> + C la primitive de 3x>.

Théoréeme 4.1 Deux primitives, F (x) et G (x) , de la méme fonction f (x) sur l'intervalle [a, b]
se different d’une constante.

Démonstration :
OnaF’(x):f()etG(x) f(x)
= F -G =(F-G)=f-f=0

— F — G = const.

Intégrale indéfinie

Définition 4.2 On appelle intégrale indéfinie de la fonction f (x) toute fonction de la forme
F (x) + Coit F (x) est une primitive de f (x) et on note :

/f(x)dx:/dF:F(x)-i-C 4.1)

|:| Le symbole | est le signe somme ou signe intégrale elle représente la limite de la
somme infinie des quantités infiniment petites dF.

La formule (1) démontre que l'intégrale définit une famille des courbes translatées 1'une
de l'autre le long de 'axe Oy.

[ Exemple 4.2 La figure ci-dessous démontre les courbes de quelques primitives de f (x) = x2.

y oA
Y 40 o
S I d
// + : 7 + + +—Hi—
5/ -4/- 2 1 | 1 2/3/4 [SX
/ // Rr4v)
Courbes de ’g 5 —20,% . 20, % + 30

Il est claire que chaque fonction continue sur l'intevalle [a, b] possede une primitive sur
cet intervalle.

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Primitives usuelles

Dr. N. A. Assaad

Les primitives sont, par définition, des "anti-dérivées", alors a partir des dérivées on peut

déduire immédiatement les primitives de certaines fonctions usuelles.
Par exemple :

[ Exemple 4.3 La dérivée de la fonction F (x) = x"1 est f(x) = (n+ 1) x" ou bien :

dxn+1 1 dx"tl
= 1) x" = —— = x"
dx (n+1)x n+1 dx *
d P
— — C|=x"
dx <n+1 * > *
n+1
donc on peut déduire la primitive de x" : :1(—1- 1 +C

cosax

0 Exemple 4.4 —— p

dx

d (_cosax +C> = sinax = [ sinaxdx = —

Les primitives de certaines fonctions usuelles :

xn+1

n+1

1. [x"dx = +C

1
2. [sinaxdx = - cosax + C

W

1
. [cosaxdx = EsinaerC

I

1 T
. [tanaxdx = —Eln |cos ax| <x # (2k+1) §>

5. [ cotaxdx = %ln |sinax| (x # k)

dx _ 5 -
6. fcoszx = [(1+tan’x) dx = tanx + C
dx
7. = —cot C
fsinzx cotx+

o]

1
. [edx = Ee‘”‘ +C

ax — 1 ax
[ = b+ C (b > 0,b £1)
10. fdxlen|x|+C

dx
f a2+x2

NeJ

1
11. = farctanE+C
a a

1
12 = — arcsin i +C
a a

f dx
Va2 =2
13. [ sinhaxdx = %coshax

1
14. [ coshaxdx = A sinh ax

Calcul différentiel et intégral
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Théoréme 4.2 (Propriétés) Soient f (x) et g (x) deux fonctions continues et possedent des
primitives sur le segment [a, b] , soient a et B deux constantes on a :

L [(af (x) +pg(x))dx = a [ f(x)dx+p [ g (x)dx
2. Siff(x)dx:P(x)+C:>ff((xx)dx:%F(zxx)—kC

3. Si [ f(x F(x)+C= [ f(ax+p)dx 1F(ocx+ﬁ)+C

Démonstration :
1. Ona% ([ f(x)dx) = f(x) e’ci (] g (x)dx) = g (x) par suite

D a0t g (6)dx) = (7 () )+ B ([ g () )

=af (x )+I3g()
2. ;x(iF(zxx)—i—C) ldiF( )—I—Zi:F(ax)
dd<1F(ax—i—ﬁ)+C>zi{iclf(ucx—i—ﬁ)—kfli:lf(ocx—l-ﬁ)

U Exemple 4.5 :

X

3 2
: 4 _ Y2 _ =
1. /(3x+asmx 2)dx—2x acosx ] +C

1 9 3
2. / (sin5x — 9 cos 7x + 3e1%%) dx = —g cos 5x — > sin7x + Eelox +C

dx 1
3. /ax—l—b aln(ax%—b) +C

4. /cos(3x—5)dx: %sin(3x—5)+C

Méthodes générales de calcul

Dans la suite nous allons de discuter deux méthodes générales de calcul des intégrales
indéfinies, ces méthodes sont basées a la connaissance des primitives des fonctions usuelles
et par suite elles servent de transformer la fonction a intégrer en une forme usuelle dont
nous connaissons la primitive.

Changement de variable

Le principe général de cette méthode est de transformer l'intégrale [ f (x)dx en une
forme [ g (t)dt ou g(t) est une fonction usuelle de ¢. Il faut donc faire un chagement de
variable : x — t tel que x = u (t) d"une fagon d’avoir la fonction g (#) .

Notons que le choix de la fonction u () n’est pas toujours évident, mais il faut a coté
considérer I'existance de la quantité dx = ‘jjt‘ dt.

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Considérons la fonction composée f (x (t)) avec x = u (t), f (x) est une fonction continue
de x et x = u () une fonction continue et dérivable par rapport a t. dx = ' (t)dt et f (x) a
une primitive par rapport a x, alors :

l/f@ﬁh::/f@dﬂ)w(ﬂdt 4.2)

La forme / f(u(t))u' (t)dt estalors une intégrale par rapport a la variable ¢ .
Si la fonction est initialement donnée sous la forme / f(u(t))u (t)dt, donc en posant

x = u (t) et dx = du = u'dt on obtient I'intégrale /f (x)dx.

Remarque 4.1

Il est parfois commode de choisir le changement de variable sous la forme t = v (x)
donc dt = v'dx.
On peut aussi effectuer le changement de variable deux ou plusieurs fois

() Exemple 4.6 Soit a calculer I = / Vsin x cos xdx

Sion pose : t = sinx on aura : dt = cos xdx

par suite

I = /\/sinxcosxdx = /\/fdt
2 2

O Exemple 4.7 | = /1fox2

Posons t =1+ x2 = dt = 2xdx = xdx = %dt
= xdx _1/dt
o 1—|—x2;2 t

_1 _ = 2
—Eln(t)—zln(l—i-x)—l-c

3
(Inx) i
x

Onposelnx =t = dt = d;

O Exemple 4.8 K :/

3
K:/(mxx)dx:/t?’dt
4
:%:i@uf+c

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Intégration par parties

L'intégration par parties est une méthode qui permet de transformer l'intégrale d'un
produit de fonctions en d’autres intégrales, dans un but de simplification du calcul.

Soient u (x) et v (x) sont deux fonctions dérivables de la variable x.

La différentielle de la fonction produit uv est :

d (uv) = udo + vdu = uv'dx + ou'dx (4.3)

en intégrant d (uv), on trouve :

uv = /d(uv) = /uv’dx+/vu’dx

ou bien :

/udv = Uy — /vdu (4.4)

Cette derniere formule, appelée formule d’intégration par parties, elle permette de pas-
ser de la forme [ udv vers la forme : uv — [ vdu ot [ vdu est une intégrale plus simple que
[ udo.

Cette formule est souvent utilisée pour calculer les intégrales du produit d"un polynéme
par une fonction usuelle (sin x, cos x, %, In x, ...)

~— Remarque 4.2

~\

— On détermine généralement la fonction v a partir de la différentielle dv avec une
constante égale a zéro.

— Pour la plupart des intégrales, nous pouvons étre obligés d’intégrer plusieurs fois par
parties.

— Parfois on effectue tout d’abord un changement de variable puis on passe a l'intégra-
tion par parties.

O Exemple 4.9 [ = [ xe*dx
Par parties on pose
u=x — du =dx
dv=e"dx — v=2¢"
[ xe*dx = xe* — [ e¥dx
=xe*—e"+C=(x—1)e*+C

[ Exemple 4.10 | = [ x*sinxdx

on pose
u= x> = du = 2xdx
dv =sinxdx = v = —cosx
[ x*sinxdx = —x?cosx — 2 [ x (— cosx) dx

= —x?cosx +2 [ xcos xdx

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Intégrons deuxieme fois par parties : [ x cos xdx

Uy =x — duy =dx
dvi = cosxdx — v =sinx

[ xcosxdx = xsinx — [ sinxdx = xsinx + cos x

= [x?sinxdx = —x?cosx + 2 (xsinx + cos x)
= (—x?+2) cosx + 2xsinx + C

[ Exemple 411 L = [ e™ sinbxdx
Intégrons par parties ,soit :
u=e™ =  du = ae™dx
— cos bx

dv =sinbx = v= 2

Alors :

L = [e™sinbxdx = _ cosbx

b
Une deuxieme fois par parties, avec :

em™ + % [ €™ cos bxdx

u = e* —  du = qe™
sin bx
dvi = cosbxdx — v = 5
nous donne :
cos bx a (sinbx a
L=———¢"+ — e™ — — [ e™gsinbx
b ¢ T ( b b/ >
or L = [ " sinbxdx, donc on écrit :
cos bx asin bx a?
L=— e e™ — — L et finalement :
b ¢ TR pleth

__asinbx — bcos bx

L= 2 e™ +C

[0 Attention

Le choix de u et v a une importance critique, le mal choix des ces quantités entraine
une difficulté de calcul.

Par exemple : [ = / x cos xdx

Si on pose
U =cosx —> du= —sinxdx
1
xdx =dv — v = Exz
on aura donc : . 1
I= Exzcosx—i— E/xzsinxdx

Remarquez que la derniére intégrale est une que nous ne connaissons pas calculer
mieux que 1’original.

En fait, nous avons compliqué la situation en ce que la puissance de x dans la nou-
velle intégrale est plus élevé que celle dans l'intégrale initiale.

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 120 Dr. N. A. Assaad

Intégrations de quelques types de fonctions rationnelles

Dans ce paragraphe on donne les méthodes générales d’intégration de quelque fonctions
particulieres :

Intégration de fractions rationnelles g((fc))
Lgo ege . . P(x) .
Définition 4.3 Une fonction rationnelle est de la forme f (x) = o) oit Py et Qg sont Bz

polyndmes de degrés p et q respectivement.
On dit que la fraction est réguliere si p < q. Sinon on dit que la fraction est irréguliére, et par
division eucludienne on transforme la fraction sous la forme :

P (x)
x) =R (x)+
F6) =R+ o
oil I(i)]((;:)) est une fraction réguliere et R (x) est un polyndme de degré (p — q) , résulte de la division

des polyndomes P (x) et Q (x).

Pour calculer [ f (x)dx on décomposer f (x) en fraction simples.

Tout d’abord on cherchera les racines réelles ay, a, ..., a,, de Q (x) d’ordres de mulitpli-
cité k1, ko, ..., ki respectivement; (k1 + ko + ... + kyy = q)

donc Q (x) s’écrit sous la forme :

Q(x) = (x —a)" (x — a2)™ ... (x — @)™ (4.5)

et on fait décomposer f (x) en éléments simples de fractions, elle s’écrit :

A A A A

1 4+t 1k1k 21 e el
X —m (x—ap)f  (x—a2) (x —am)
Les coefficients A;; se déterminent par identification.

Ona donc:

f) =R(x)+

/f(x)dx:/R(x)der/A“dx+---+/(A”‘ldx+/(f2_1dx e (46)

X — x—ap)f az)

avec :

/ A dx=In|x —A|+C

y A (47)
/ cdx = — +C

x—af " (1-K (x—a)

Dans le cas ot Q (x) admet des racines complexes les fractions simples sont de la forme :

Ax+B
(x2 + ax + b)F

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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2
O Exemple 4.12 | :/ ad :2 dx
(x+1)" (x—2)

la fraction est réguliére donc on passe directement vers la décomposition en fractions simples :

“+2 _ A B . C D
(x+1°(x-2) *+1 (x+1?  (x+1)° x-2

_A(+1)°(x=2)+B(x+1) (x=2)+C(x=2) + D (x+1)°
(x+1)° (x—2)

x242=D—2B—2C —2A +3xD + Ax3 + Bx? +3x2D + x°D — 3Ax — Bx + Cx

Par identification on trouve :

A+D=0
B+3D=1 2 1 2
—3A+3D—-B+C=0 :>A__§’B_§’C_ 1’D_§

D—-2B—-2C—-2A=2

La fraction s’écrit donc :

x2 42 2 1 1 2

(x+@3@—2)_ 9(x+1)  3(x+1)° (x+n3+9@—2>

:>1__E / /dx+2/ dx
x+1 *3 (x + 1) (x+1)7° 9 x—

2 1 1 2
=—In(x+1)— + +-In(x—-2)+C
TR 2(x+1) 9 .
o 2x—1 +g X — 2‘+C
6(x+1)> 9 [x+1
xdx
OE led.1
xemple 4.13 ] = /mﬂ+1ﬂx—n
X _ Ax+B C 1 1x—1

(24+1) (x—1)  22+1 +x—1_2(x—1)_§x2+1
]_1/ dx _1/x—1 /xdx 1 dx
S 2/ (x—1) 2/ x2+1 2 (x—l 2l 21t

1 1, ., 1
:§1n|x—1|—11n‘x +1|—|—§arctanx+C

0 Exemple 4.14 K = /7[136
(x —1)°

4
zzx +2x+3+ +
(x—1) X
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K= /x—|—2x+3+4/dx +/ 12
x_

g—i—x +3x+41n(x—1)—7+C

Intégrales de la forme [ 48— dx

La technique générale est de transformer I'intégrale sous la forme : [ %” et (ou) de mettre
ax?> + bx + ¢ en forme d’une carrée parfait.
u' —b
2a '

On pose u = ax*>+bx+c¢ alors u' =2ax+b=x =
On écrit Ax + B sous la forme :
u' —b A Ab

5~ T B=5 (20x+b)+ B

Ax+B = A

2 b)+ B —
:>I:/ Ax+B dy — /2a(ax+ ) + Z“d

ax2 +bx+c ax2 +bx+c
A 2ax +b Ab dx A Ab
_2a/ax2—|—bx—|—cdx+<B_%z)/ax2+bx+c_25111+<3_2a> 2
B 2ax +b _ [du B ’
/ax2+bx+c —/?—lnu—ln\ax +bx+c|+k

Pour l'intégrale I, :

rbwrema (st o f) =g () - (3) )
ax*+bx+c=a|x"+-x+-)=a x—|—2—x+ =) +=
a a 2a 2a a
b\> [(c B s
<x+2€l>+(a_4(12>]_a(t :l:m)

b
ol on a poseé : t—x+2 ,donc dx = dt

=a

c 2 c b
et i +m? selon le signe de riry
274 BEm?
c b? 1 dt 1 t
-Si-——>0=>h=~-] —— = —arctan— +C
' 4a2> = h a/t2+m2 amarcanm+

2 1 dt 1 —t
-sit-cosn—f - m" " yc
a a al t2—m?2  2am

Finalement :

Ax+B A, Ab
/7ax2+bx+cdx_ﬂln‘ax +bx+c| + <B_2a> I
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x—1 3
O Exemple 4.15 /mdx = /ﬁdx

_1/ 2x —1 dx—l/ dx
2/ x2—x—1 2) x2—x—1

2x —1 5
O Ilz/mdx, Onpose:u=x"—x—1=du= (2x—1)dx

1 du 1 1 2
1125/7:§1n|u|:§ln’x —x—1]

dx
¢ Iz_/xz—x—l

x2 —1x -1 (x- 1+2\/5)1(x ~155)

2

.t r 1 1

vo,., 1l e 1 5l 1

x+5V5-3 gVotg %

I 1/ dx 1/ dx
=7 7= 7~ F~=| 7T =7

Vel x+1vE-1 VB/ IE+l-a

1 1 1 1 1 1
R B 2 ek Een ol e

V5 [2x—14++/5

Finalement on trouve :

I:lln’xZ—x—ll— 1 In 2x—1—\@+c
2 2v5  |2x—1++/5

Intégrales de la forme [ \/%dx

La méthode du calcul est identique a celle de la forme précédente,
on obtient donc :

Dr. N. A. Assaad

Ax + B A 2ax +b Ab dx
S N VOl N S N TN (Wt /—
vax? +bx+c 2a) \ax?+bx+c 2a vax?+bx+c

_A4 du+1<B_Ab)/ dt
C2a) Ju  a 2a V2 +m?

avect =x + et ¢ b
- 20" a  4a®

Calcul différentiel et intégral
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Dans le cas particulier [ \/ﬁ il est plus commode de transformer directement

le trindme ax? + bx + ¢ sous la forme % + m?

~ Remarque 4.3 .

On peut aussi utiliser un changement de variable pour transformer 1'intégrale en fonc-
tion rationnelle

— Sia < 0, on pose vVax? + bx + ¢ = t(x — a) ol « est une racine du trindme

— Sia >0, on pose Vax?+bx+c = x\/a+t

\. J

dx
vV —=2x2+3x+2

Faisons mettre —2x* + 3x + 2 sous la forme t* + m? :

3 3 9 9
—2x2 4+ 3x+2 = —2<x—2x—1>— 2<x —24x+E 16_1>

(-3 -E) -2 (2- ()

L’intégrale s’écrit :

O Exemple 4.16 1 :/

1 4x — 3

= —arcsin —— 4+ C
\f/ 25 3\2 V2 5
16 ( _4>
0 Exemple 4.17 [ = (x+3) ———dx de
Va2 +42x+2 V2 +2x+2

1 2x +2

dx 2
VaZtct2 VE+1)2+1

— V2 i2x+2 +21n(x+1+\/x2+2x+ >+C

Intégrales de la forme [ %dx
X=rpxrq

Effectuons les transformations :

Ik:/A’“LBkdx:A/ xdx k+B/ dx -
(x2 4 px +¢q) (x2 4 px +¢q) (x2 4 px +¢q)

/2”” PodveB[—%
“2) @ tprto)f (¥ + px+q)f

/ (2x + p) dx +<B—Ap>/dx k:A1+<B—AP>Jk
T2 +px4q) 2 (x2+px+q) 2 2

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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2 2 2 2

it : x2 —x242P FL_FL: P _r
Soit: x“ +px+q=x"+2 x+q+ 1 ] (x+2> +4q 1
Posons d’autre part : y—x+p et hz—q P

Dans l'intégrale I = /% onpose:t=x*>+px+g=dt = (2x+p)dx

donc:

tk T 1—k 1—k - 1—k

e /dt s (x® + px + q)l_k B (> + hz)l_k

yeo 42 o dx .
Calculons l'intégrale J, = / ErpraF

En introduisant y et /i, Ji s’écrit sous la forme :

[t b
k ( +h2 h2 _|_h2

. 4y "pay - _
= ﬁ/ (12 _’_hz)kfl o (12 +h2)k = ﬁ (Jk1—17)

avec | = /
(y* + h2

on integre par parties :

u=y=du=dy
24 K2
Jp— Y4y (v +72)

(y2 + h2)k —= 2(—k+1)

—k+1

- oy )
donc.]—uv—/vdu— 2 (k1) —/ 2 (—k+1) dy

_ Y 1 / dy

2(—k+1) (2 + )T 2(=k+1)) (2 4 p2)F T
(—=k+1) (2 +n2)! 2(—k+1)]k‘1
Par sulte
y 1

Jk = h2 k1) = (]k 1— 2k D) (R +2(_k_|_1>]k—l>

et on obtient la relatlon de récurrence

_ 1 y
Je = 5 (k—1) ((yz ey + (2k = 3) Ik_1> (4.8)

En appliquant successivement ce procédé on arrive a la forme :

_ [ 4y _1 y
]1—/M—harctan<h)+c
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Finalement, I'intégrale [; devient :

_ A Ap
Ik—21+( —2>]k

_ A (2B — Ap) y
2 (1—k) (y*+ hz)k_l * 4h? (k—1) ((yz + hZ)k—l +(2k = 3) ]k—1>

O Exemple 4.18 I = /x_lzdx
(x2+2x +5)

x—1 x—1 x—1
I:/——————ﬂxz/ ﬂxz/ Sdx
(x2 +2x +5) ($2 +2x+1+4) Qx+n2+@

Posonsy:x—|—1:>x:y—1 et dx = dy

1
[= [ 2= _/ /701 =J-2K
2+4 2+4 w2+ a2 J
ydy y +4 1
(y? +4 2 2+4)? 202 +4)
1:—7 2K
2(y? +4)
[ra=il =1 ot
K = [
y 14?7 4l qpra Al (g yay

/ _1 yzdy
y2+4 (y? +4)

/ dy 1arc’can1
2+4 2 27

1
— K=- arctan = /
8 4 y +4)
I= —# 1 arctan + /
2(12+4) 4 2/ (2 _|_4)
vdy [y ydy

soit L = 5 = 5
(y*+4) (y*+4)

Intégrons par parties :

d(y*+4
posons u =y = du = dy et dv = ydyzzl (y+2):>v: %
(2+4)7 2 (2+4) 2(y*+4)

1
4 + - arctan y

y+4 2/y+4 2(y2+4) 4 2

_ y 1(_ Y 1 y
I=— (y +4) 4arctan2—|—2< (y2+4) —|—4arctan2) +C
___y+2 1 y

= 4(y2+4) 8arctan2+C
:—x——w—larctanx 1—|—C

4(x2+2x+5) 8
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Intégration des fonctions irrationnelles

La méthode générale est de ramener la fonction a intégrer en une fonction rationnelle :

La forme /R X, x’»’f x‘I )dx

. ) m P
R est une fonction rationnelle de x, xn, x7, ...

n pose x = t* = dx = kt*"'dt ouk estle dénominateur commun des fractions

Y2

O
ner
n’q’

Chaque puissance en fraction de x devient une puissance entiere de ¢, par suite on ob-
tient une fonction rationnelle ordinaire en ¢ .

O Exemple 4.19 I = x

/vﬁ%ﬂd

, , 3 ,
Les fractions puissances sont : 3 et T leur dénominateur commun est 4

onpose:x:t4:>dx:4t3dt,\/§:tzet\4/x3 =V =
2 to t2
4?&::{/———dt:4/‘t2— dt
B3+1 B3 +1 B+1
)+c

B R S P SR TR /o SR I I
=P —Zh[P+1] =2 (V¥ -In

m

n P
La forme [ R [x, (Z:ig) " (?ﬁs) ! ,] dx

: oo oax+b N s
On fait le changement de variable = tk ol k est le dénominateur commun

cx+d
. m . ., N . .
des fractions —, B..., on ramene alors 'intégrale a la forme d’une fraction rationnelle
n

vVx+1
2 dx

O Exemple 4.20 I =

Onposex+1=12= x=1>—1letdx = 2tdt

:>I:2/tztildt:2/< t21_1>dt:/<2+<til)—(ti1)>dt

vVx+1-—1
=2vVx+1+1In
‘ ‘Vx+1+1

—2t—l—ln +C
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Intégration par substitutions trigonométriques

SoitI'ntégrale [ R ( x, vax2 + bx + c) dx ou R est fonction rationnelle de x et v/ax2 + bx + c.
g

Pour rendre l'intégrale en une forme rationnelle , on écrit v ax? + bx + ¢ sous 1'une des
formes :

Va2 k2, /212, -2
selon les signes de a et b.
|:| Pour éliminer les racines, il est mieux de transformer 1’argument sous signe racine en

forme carrée parfait, dans le cas d’une somme des carrées, les fonctions trigonomé-
triques, ou hyperboliques sont bien appropriées.

Selon le cas on peut faire le changement convenable de variable :

— sionala forme vh? — x> onposex = hcost ou x = hsint

- sionalaforme vx2+h?> onposex =htant ou x = hsinht

. h
- sionalaforme vx?>—h? onposex = cosf OUX= cosh t
cos

0 Exemple 4.21 [ =

1—x2
[

On pose x =sint = dx = cost dt

1_ . Zt 2t 1_ : Zt
IZ/V?W&:/C?Z = [Losny,
sin“ t sin“ t sin“ t
At 1—x2
:/ — _/dt:_Cott_t+cz_7—arcsinx+c
sin“ t x
xdx

0 Exemple 4.22 [ =

V1422

dt

Posons x = tant = dx = (1 + tan?t) dt = —
cos“t

V1+x2=V1+tan’t = LI
2
cos“t cost

I—/ tant dt _/sintdt
- 1/cost) \cos?t) ) cos?t

:_/d(cost)_ 1 e iTR4C

cos2t  cost
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Intégration des fonctions trigonométriques

Fonctions trigonométriques rationnelles

Dans le cas d’intégration de fonctions rationnelles de la forme

P (cos x, sin x)
Q (cos x, sin x)

s . x
ou P et Q sont des polyndmes, on utilise souvent le changement de variable t = tan 5 au
but de se ramener en une fonction rationnelle ordinaire :

2dt

X
t=tan - < x = 2arctant = dx = ——
2 142

. LX X 2sin 5 cos 5 2tan 5 2t
— sinx = 2sin —cos = = > = % = 5
2 2 cos?i+sin®i 1+tan*; 1+t

,X . ,x cos*i—sin®f 1—tan’f 1
— cosx = cos? = —sin® = = —2 = 2 = 5
2 2 cos?i+sin®y  1+tan*3 14t

sin x 2t

En remplagant sin x, cos x, et dx, en fonction de ¢, dans la fonction initiale on obtient une
fonction rationnelle de .

O Exemple 4.23 | :/ fix
sin x
On oset—tanx:>dx— et sinx = 2
poset =tan3 11 T 11
2dt 1+t dt
I = - I — -
f1+t2 X o t
X
zln]t\—kC:ln‘tanE)—kC
~— Remarque 4.4 .

Si les fonctions sin x et cos x ne figurent qu’aux puissances paires on peut passer vers
la variable t = tan x :

dt
— x=arctant = dx = ——
1+¢#2
. 0 sin® x tan? x t2
- sin“x = — = 5 = 5
sinx +cos2x 1-+tan*x 1+t
By cos? x 1 1
— COS“x =

cos? x + sin? x T 1+tan2x 14 £2
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0 Exemple 4.24 [ = / da.c : On pose t = tan x
4 —sin“ x
/ 1+t2 _ dt
) 44382
1+t2
1 dt 1 dt 3
=1 1537 21/72 = {arctan(?t) +C
+at 1+ ()

Intégrales de la forme [ sin™ x cos” xdx

m et n sont des entiers relatifs et posons I, = f sin™ x cos™ xdx

Trois cas a considérer :

1. m ou n est impaire

Soitm =2k +1
Lyn = [ sin™ x cos" xdx = [ sin* x sin x cos” xdx

=—/ (1—COSZX)kCOS xd (cosx) =— [ (1— )kt”dt

On obtiendra une intégrale analogue si n est impaire.

[ Exemple 4.25 | = [ sin® x cos? xdx

= [sin® x cos? xsinxdx = — [ (1 — cos? x) cos? xd (cos x)
345
:—f(l—tz)tzdt:—f(tz—t4)dt:—%+t5 +C
cos’x  cos®x
=——5 T +C

Dr. N. A. Assaad

Lorsqu'une puissance est négative, le méme procédure transforme la fonction a

intégrer en fonction rationnelle en .

3
cos” x
[0 Exemple 4.26 :/ - dx
sin” x
cos? x Cosx 1 —sin®x
= / = / ——— —cosxdx
sin? x sin® x

1—¢2 dt a1 1 1 1
- at= (G- [H5=7-5+C=- C
/ 7 1 2=F ap " sinx  3sindx |
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2. m et n sont paires et positifs

Soitm =2petn =2g
En utilisant les formules :

[]

. 9 1 — cos2x
sinfx = ———
2
2 1+ cos2x
cos"x = ———
2
. sin2x
sinxcosx = >

on transforme l'intégrale sous la forme :

1

w/ (1 — cos2x)? (1 + cos2x)Tdx

En appliquant successivement les transformations indiquées on arrive a des intégrales
dela forme [ coskxdx.

1
0 Exemple 4.27 [ = [ sin* xdx = 1 [ (1= cos2x)*dx

= if(1—2C052x+cosz2x) dx = %f <1—2c052x+ >

1 /3x . sin4x
—4<2—Sln2x+ 8 >+C

1 4
+ cos x> i

3. m et n sont paires et m ou n négatif

Dans ce cas on pose t = tanx et on transforme l'intégrale en celle de fonction ration-
nelle en t.

sin? x

[0 Exemple 4.28 | —/ dx
t
_/ sin” x _/ an’ x dx:/tan2x(1+tan2x)2dx
cos? x cos* x (cos? x

:/t2 (1+2)?

1 1
:gtan5x+§tan3x+c

:/t2(1+t2)dt:%t5+%t3+c

Intégrales de produits

Les intégrales des produits des fonctions trigonométriques de types :

[ sinmx cos nxdx
| sinmx sin nxdx
| cosmx cos nxdx
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avec m # n se transforment en des intégrales des sommes a I'aide des identités :

. . cos (m —mn)x —cos(m+n)x
sinmx sinnx = 7
cos (m —n)x+cos(m+n)x
COS MX COS NX = 5
, sin (m +n) x + sin (m — n) x
sin mx cos nx = 7
on a alors :

1. [sinmxcosnxdx = %f (sin (m +n) x + sin (m — n) x) dx

_ lcos(m+mn)x 1cos(m—n)x
2 m+n 2 m-n

2. [ sinmxsinnxdx = % [ (cos (m —n) x — cos (m + n) x) dx

_lsin(m—n)x 1sin(m+n)x
2 m-—n 2 m+n

1
3. [ cos mx cos nxdx = Ef(cos (m —n)x+ cos (m+n) x)
lsin(m—n)x sin(m+n)x
= +
2 m-—n m+n

O Exemple 4.29 :

1
1. I = [ cos3xsin5xdx = Ef[sin(3—|—5)x+sin(5—3) x]dx

1
= Ef (sin8x + sin 2x) dx
_1 _cosSx _ Ccos 2x LC
2 8 2
1 1
——1—6C058x—1cos2x+c

1
2. [sin3xsin5xdx = if (cos2x — cos 8x) dx
— Lsinar - Lsingx+C
= 4 5in2x — = sin8x
1
3. [ cos3xcos5xdx = > [ (cos2x + cos 8x) dx

1 . 1 .
= 151n2x—|—1—6$1n8x—|—c

Intégrales définies

On a noté que l'intégrale est une généralisation du calcul d’aire comme somme infinie.
Pour fixer I'idée on va donner la définition de l'intégrale définie a partir de cette idée.
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y y (c,f(c))
X cif X
axi 0o Xi Xi+1 b a X7 o Xi Xi+1 b

FIG. 4.2 — Décomposition du domaine

Considérons une fonction y = f (x) définie et continue sur l'intervalle [a, b] et soit (C) la
courbe représentative de f (x).

Divisons l'intervalle [a, b] en n intervalles élémetaires; [xo, x1], [x1, x2], ..., [xn—1, Xn] (Fi-
gure 2), avec xg = a et x, = b, et on décompose la zone limitée par la courbe (C), 'axe ox et

les droites x = a et x = benn trapézes curvilignes des aires élémentaires S;;i = 1,2,-- -, n.
n
alors l'aire de la zone indiquée est S = ) S;
i=1
Une valeur approximative de S se détermine en considérant les aires des rectangles
élémentaires de largeurs Ax; = x;11 — x; et de longueur y; = f (¢;); ¢; € [xj, Xj41] :

S; = yiAxi = f (Cl‘) Axi

alors l’aire de la zone considérée est

S=Y 8 =Y fle)bx; @9)
i=0 i=0

Plus la largeur Ax; est faible, c’est-a-dire n grand, plus la valeur de S] est proche de la
valuer de S;.

Sin — oo alors Ax; — dx une quantité infiniment petite et la somme devient une
somme infinie dont la limite, si elle existe, est une intégrale.

Etant donné que la fonction f (x) est continue et donc bornée sur l'intervalle [a, b],
alors 3m et M tels que pour tout point c¢; € [a,b]ona:
m< f(ci) <M = mAx; < f(c;) Axi < MAx;
= Y mAx; <Y f(c;) Axi <Y MAx;
i i i
— mZAxi < Zf (Ci) Axi < MZAX{

1

e m(b—a) <Tf(c;)Axi < M(b—a)

n

Ce qui démontre que la somme S, = Y f (c;) Axi estbornée donc elle a une limite
i=0

lorsque n — oo.
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Définition 4.4 Une fonction f est dite intégrable sur un intervalle fermé et fini [a, b] si la limite

lim ¥ f (ci) Ax; existe et ne dépend pas de la partitions de [a, b] ou du choix des points xj des
0

n—00 ;

sous-intervalles [x;, x;11]. Lorsque c’est le cas, nous noterons la limite par le symbole

b
/f (x)dx = lim Zf (ci) Ax; (4.10)
/ n—00 =0

qui s’appelle l'intégrale définie de f de a a b puisque pour i = 0:x9 = aetpouri =n:x, = b.
Les nombres a et b sont respectivement la limite inférieure et la limite supérieure d’intégration, et
f (x) est appelée la fonction a intégrer.

La somme qui apparait dans la définition est appelée une somme de Riemann, et
I'intégrale définie est parfois appelée 1'intégrale de Riemann

@ Historiquement, l'expression ” f (x) dx” a été interprétée comme I'aire infinitésimale-

d'un rectangle de hauteur f (x) et de largeur infiniment petit dx. Par «sommation»
des aires infinitésimales, toute I'aire de la zone sous la courbe a été obtenue. Le symbole
d'intégrale ” [ " est un "S” allongée utilisé pour indiquer cette sommation.

Théoreme 4.3 Fonctions intégrables sur [a, b] :
1. Si f (x) est une fonction continue sur l'intervalle [a,b] alors f (x) est intégrable sur cet
intervalle.
2. Une fonction bornée sur [a, b] et possédant un nombre fini de points de discontinuité est
intégrable sur cet intervalle.
3. Une fonction monotone et bornée sur l'intervalle [a, b] est intégrable sur [a, b] .

Propriétés

Soient f (x) et g (x) deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a, b], « et B deux constantes
réelles. On admet, sans démonstration, les propriétés suivants :

Propriété 4.1

Linéarité : , ) ,
/[af(x)—l—,ﬁg(x)]dx:a/f(x)dx—l—ﬁ/g(x)dx 4.11)
Propriété 4.2
Ona:
a b
/f (x)dx = —/f (x)dx (4.12)
b a
MVA005
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Propriété 4.3

Si ¢ est un point de [a, b] et f (x) intégrable sur [a,c] et sur [c, b] alors :

b c b

/f (x)dx = /f (x)dx + /f (x)dx (4.13)

Propriété 4.4
/ Fx)dx =0 (4.14)

Propriété 4.5

Pour tout x € [a,b] ona
1. si f (x) > 0 alors
b

/ F(x)dx > 0. (4.15)

b b
/f (x)dx > /g (x)dx (4.16)
Propriété 4.6
Poura < b ona:
b b
[r@ax < [15 @) dx (4.17)

Propriété 4.7
1. Le produit f (x) g (x) est intégrable sur [a, b] .

2. Si f(x) > 0et|f(x)] intégrable sur [a,b] alors la fonction h (x) = /f (x) est
intégrable sur [a, b].

3. La fonction . est intégrable sur [a, b] si f (x) # 0 en tout point de [a, b] .

f(x)

Théoreme de la moyenne

Théoréeme 4.4 Si f (x) et g (x) sont deux fonctions intégrables sur l'intervalle [a, b), et si f (x)

S0
(x) < M) et g (x) garde le signe constant sur [a, b], il existe

est bornée (c’est-a-dire m < f
alors un nombre k, (m < k < M) tel que :
b b
/f(x)g(x) dx = k/g(x) dx (4.18)
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Démonstration :

Soit f (x) une fonction intégrable sur [a, b] et elle est bornée c’est-a-dire il existe m et M
telsque m < f(x) <M

Soit g (x) une fonction intégrable sur [a,b] et g (x) > 0 V x € [4,b] on peut dire que :
mg (x) < fx)g(x) < Mg(x) .
Par suiteona [ mg(x)dx < [ f(x)g(x)dx < [ Mg (x)dx

a
b

b
Donc 3k;m <k <M telque: [ f(x)g(x)dx =k [ g (x)dx

En particulier :
Si f (x) est continue sur [a, b] donc il existe un point ¢ € [a, b] tel que k = f (c) et
par suite

/f(X)g(x)dxzf(c)/bg(x)dx
b

b
- Sig(x) =1alors afg(x)dx:afdx:b—aparsuite:
[F@dx=rie)b-a)

Définition 4.5 Si f (x) est continue, on définie la valeur moyenne de f (x) sur [a, b] par :

b
() = 5= [ £ 19)

Calcul de l'intégral définie
Formule de Newton-Leibniz

b
Dans l'intégrale x) dx, fixons la borne inférieure a et faisons varier la borne supé-
g
a

rieur b, soit x un point quelconque de [4, b], considérons l'intégrale F (x) = fx f (t)dt quise
présente, ainsi comme fonction de la borne supérieure x. !

Ona : F(x)—F(xo) = [ f(B)dt— [ F(t)dt= [ f(t)dt

D’apres le théoreme de laa moyenneb,l si f(x) es)’;0 continue, il existe ¢ € [xg, x| tel que

xfxf(t)dt: (x —x9) f (c),donc:

F(3) = F(x0) = (v x0) f (0) = T =100

=f(c)
f(c) = f(xg) six — xpce quiimplique que F’' (x) = f (x) sur [a,b] c’est-a-dire F (x) est
une primitive de f (x) sur [a,b] alors [ f (t)dt = F (x) + C.
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Pourx—a: [ f(t)dt = F(a) +C =0 = C = —F (a) et:

D'ou:

/f (x)dx = F(x)|" = F (b) — F (a) (4.20)

a

Cette derniere formule s’appelle la formule de Newton-Leibniz.

1 1
3 2
0 Exemple 4.30 [ = / (ax® + bx +c) dx = a% + b% +cx

0

0
_ <§(1)3+Z(1)2+c(1)> - <g(0)3+z(0)2+c(0)> = Sat bt

Changement de Variable

Si x = ¢ (t) est une fonction continue et dérivable sur [«, f] et f (x) continue sur [a, D] et
side plus ¢’ (t) conserve le signe sur [, ] alorsa = ¢ («) et b = ¢ (B) et dans ces conditions
on a la formule de changement de variable

[ ] ; ’

[f@ax=[f@®)e Bt @21)

a
[J Exemple 4.31 Soit [ = [ \/a? — x%dx

0
Faisons le changement de variable : x = asint

dx = acostdt et Va2 — x2 = Va2 — a?sin®t = acost

. . ) T
Pourx:0:>asint:0—>tzOetszx:a:>asmt:a:>smt:1—>t:Edonc

/2 /2 2 7T/2
I= [ (acost)(acost)dt= [ a®cos®tdt = / (14 cos2t)dt

_a? H_sir12t /2 B
=5 > |, -

o

0
a2 (1 sinm sin0 ar
2 \2
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Intégration par parties
Soient u (x) et v (x) deux fonctions continues et dérivables sur l'intervalle [a, b].
b b b
Ona:d (uv) = (uv) dx = udv + vdu = uv'dx +u'vdx = [ (uv)'dx = [uv'dx+ [ u'vdx
a a a

d’ot1 la formule d’intégration par parties

[]

b b

b
/udv = uv|z - /vdu =u(b)v(b)—u(a)v(a)— /vdu (4.22)

a a

1
O Exemple 4.32 I = [ xe¥dx
0

Posons : u = x = du = dx et e¥dx =dv = v = e*alors:

1 1
[ xe¥dx = xe¥|y — [e¥dx = xe¥|y—e*|p = (e) —(e—1) =1
0 0

Applications du calcul intégral

Les applications du calcul intégral sont multiples et variées, en voici quelques exemples

en analyse, géométrie et physique.

— Applications en analyse : recherche de primitive, études de suites, études de fonctions
définies par une intégrale, résolution d’équations différentielles .

— Applications géométriques : calcul de grandeurs telles que aire d"une surface plane,
volume limité par une surface fermée, volume des solides de révolution, longueur
d"un arc de courbe.

— Applications physiques : calcul de la valeur moyenne d"une fonction en électricité, cal-
cul de la valeur efficace d"une fonction périodique sur un intervalle, détermination des
coordonnées du centre d’inertie d’un solide, calcul du moment d’inertie d’un solide.

Calcul des aires limitées par courbe

En coordonnées cartésiennes

b
On a noté, que par définition [ f (x) dx représente 'aire de la zone (trapéze curviligne)

a
limitée par la courbe de la fonction f (x), 1’axe Ox et les droites x = a et x = b.
b
— Si f (x) > 0 surle segment [a, b] alors I'intégrale [ f (x)dx est égale al'aire du trapeze
a
indiqué.

b
- Si f(x) < Osur [a,b] alors [ f (x)dx < 0 donc sa valeur absolue est égale a l’aire du
a

trapeze correspondant.
Si f (x) change le signe sur [a, b], on décomposera l'intégrale sur [a, b] en intégrales par-
tielles positives et négatives, et donc 'aire du domaine est égales a la somme des valeurs
absolues des intégrales partielles.
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FIG. 4.3 — zone limitée par deux courbes

Si le domaine est limité par les courbes de deux fonctions f (x) et g (x) (Figure 3) alors
’aire du domaine est :

[l Exemple 4.33 L’aire de la zone limitée par les deux courbes y = sinx et y = cosx dans
Vintervalle | = o est:
4’ 4 '
5m/4

A= [ (sinx—cosx)dx=2V2
/4

y A

R
1 \- :X

P

En coordonnées polaires

En coordonnées polaires, une courbe est définie par I'équation » = f (0) ou1 f (0) est une
fonction continue pour 6 € [«, B].
L'aire du secteur circulaire d’angle (f — «) et de rayonr est:

[]

p p
A= %/rzd(? - %/U(B)]zde (4.23)
o o
En effet, 'air d'un triangle de base a et de hauteur h est : S = a >2< U (Figure 4), de

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 140 Dr. N. A. Assaad

rdg

FIG. 4.4 — Zone dans le plan polaire

méme l'aire du triangle curviligne élémentaire de coté r et d’angle au sommet df est donc

p
as = %r X rdf = %rzd{? et par suite 'aire du secteur OAB est % [ r2de.
o

[0 Exemple 4.34 L'aire de la zone limitée par la courbe r = 1+ cos 6 pour 6 € [0, 7t est :

A= ;/(1+C056)2d6: %71
0
A
y A \\
—
X

1+ cos@

Longueur d'un arc

Un arc est dit rectifiable si on peut décomposer cet arc en des arcs élémentaires infini-
ment petits d'une fagcon qu’on peut confondre chaque arc élémentaire avec la corde corres-
pondante.

FI1G. 4.5 — Arc élémentaire

On décompose l'arc rectifiable AB en 1 arcs élémentaires infiniment petits.
Soit MN un arc élémentaire, tel que MN = MN. La longueur du segment MN est
—
égale au module du vecteur MN

—

—_— - "
MN = (xy —xm) T + (yn—ym) ]
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alors la longueur du segment MN est : ‘Mﬁ‘ = \/(xN —xm) + (yn — ym)’

Lorsque le nombre des arcs est infiniment petit, les points M et N sont trés proches tel
que:xy —xpy =dx etyy —ym = dy

la longueur de I’arc élémentaire est

dl = \/ (dx)* + (dy)*

En coordonnées cartésiennes

Soit (C) la courbe représentative de la fonction y = f (x) définie et intégrable sur l'inter-
valle [a, b].
La longueur d'un arc élémentaire de (C) est d/, on a dy = y'dx = f’ (x) dx, alors

Al =/ (dx)* + (dy)* = dxy/1 + 2 (x)

La longueur totale de la courbe est donc :

b

0= / J1+ fdx (4.24)

a

En coordonnées polaires

Si la courbe est définie par la relation : r = r (6), oix (7, 0) sont les coordonnées polaires
d’un point M (x,y) de la courbe, tels que

x=rcos® et y=rsind

donc 0
dx = cosfdr —rsin@
dy = sin 8dr + r cos 0d6 (425
La longueur d’un arc élémentaire est
al = \/(dx)2 + (dy)* = \/(cos 0dr — rsin 0d6)* + (sin Odr + r cos 0d6)*
= dé)\/(r’ cos — rsin6)? + (+'sinf + r cos 0)*
= d()\/(r’ cos 6 — rsin8)” + (r'sinf + rcos 6)*
=do/ 1% + 2
Pour les valeurs de 6 € [, f], la longueur est :
b 2
dr
— ar 2
0 / <d9) + 1240 (4.26)

o
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Aire et volume d’un solide de révolution

Considérons la courbe de la fonction y = f (x) (oux = g (y) ) dans l'intervalle [a, ]
(ou pour y € [c,d] ). La rotation autour d’un axe implique que chaque point de la courbe
décrit un cercle centré sur ’axe de rotation, par suite on obtient un cylindre curviligne.

Rotation autour de ’axe Ox

La rotation de la courbe y = f (x) autour de 'axe Ox détermine un volume de révo-
lution. Chaque point M (x,y) de la courbe décrit, dans une section plane, un cercle centré
sur I’axe Ox et de rayon R = y = f (x) ( figure 6), l'aire du cercle est S = my?, le volume
du cylindre élémentaire de hauteur dx est dV = rmty?dx , par suite le volume du corps de
révolution est :

b
Vyx = 7t / dx (4.27)

A
¥ = fix)
¥ =Jfix})
<~ r
— — T

| | - Y (e | b

a b _

| Une section plane

FIG. 4.6 — Rotation autour de 'axe Ox

Pour calculer la surface externe du solide on reprend le cylindre élémentaire dans une
section plane ( figure 7). Le perimetre du cercle et L = 27ty et la longueur d'un arc élé-
mentaire est A/ = /14 y"?dx et donc l'aire de la bande engendrée par rotation de cet arc
élémentaire est dS = Ld{ = 27tyd{ donc:

b
Sx = 27'[/%/1 + y?dx (4.28)
a

Rotation autour de I’axe Oy

Considérons la courbe de la fonction y = f (x) définie et continue sur l'intervalle ]a, b[.
On démande de calculer le volume du solide obtenu par rotation de zone limitée par la
courbe de f (x) et les droites x = a et x = b autour de 1’axe Oy.

Un rectangle élémentaire, au voisinage d"un point d’abscisse x, de largeur dx et hauteur
y, (figure 7) détermine par rotation autour de Oy un cylindre de rayon de base x, de hauteur
y = f (x) et d’épaisseur dx.
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v =)
— : ' e :
t 4_}_, } =z — ——f—»x
a a b
dx

FIG. 4.7 — cylindre élémentaire de révolution du rectangle
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En découpant le cylinder de haut en bas, on obteint une forme parallélépipéde (figure 8)
de longueur égale au périmetre de base (271x), de hauteur y et d’épaisseur dx. Le volume

de ce parallélépipede est donc dV = (271x) ydx

Le volume total du solide de révolution est donné alors par l'intégrale :

b
Vy = 27t [xydx
a
Epai sseur

hauteur

v Périmétre de
base

FIG. 4.8 — Découpe du cylindre élémentaire

¥
A g
v = flx) -
- / 1_//"
R
] >z — — >
e i a ]

FIG. 4.9 — Rotation autour de I’axe Oy

L’aire élémentaire de ce corps est dSy = 2mrxd/

b
Sy :27T/x\/1+y’2dx
a
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Si le corps de révolution est généré par rotation de la courbe x = g (y) limitée par les
droites y = c et y = d autour de Oy ( figure 10) alors le volume peut étre calculer par la
formule :

d
Vy = n/xzdy. (4.31)
c

e
-

d+ -:JJ- e
x=g(y¥) &= g(y)
E— o
> X —_— —x
e e

FIG. 4.10 — Rotation de la courbe g (i) autour de Oy

[ Exemple 4.35 Calculons le volume VY et la surface externe Sy du solide obtenu par révolution
autour de Ox du segment de droitey = 1 + % avec 0 < x <12.

¥

A i
X
=142
) y=1 3
rayon = =
ay 1+ 3 r
~J — —_—T—
12
f—
12 I
Section
circulaire

. X . o .
Le rayon du cercle de révolutionest r =y =1+ 3 donc I'aire d’une section circulaire dans
. . 7 X 2 21 2 .
un plan perpendiculaire i I'axe Ox est : S = my?> = 7 (1 + 5) et le volume élémentaire est

2
dV:de:n<1—l—§> dx:n(;x2+§x+1>dx

b 2
1 2
:>Vx:7t/y2dx:/7r <x2+x+l> dx = 124n
a

9 3
0
_ X 1
y—1+3:>y =3
= dl = \/1+y?dx = 1+;dx:¢?dx

b 12
Sy = 27r/y\/1+y’2dx = an/ﬁ/ (1 + g) dx = 24y/107
a 0
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[l Exemple 4.36 Calculons le volume de solide de révolution obtenu par rotation de la courbe
y =4 — x? pour : —2 < x < 2 autour de la droite x = 3.

v
Ll
}

La courbe y = 4 — x? s’exprime aussi sous la forme x = +,/4 —y avecy € ]0,4]
Dans un plan perpendiculaire a Oy chaque point de la branche x = /4 — y décrit un cercle

centré sur x = 3etderayonry =3 —x =3 — /4 —y le volume correspondant est :
4

Vi :7'(/ (3—/A—y)dy =127
0

Les points de la branche x = —./4 —y décrivent les cercles de rayons ro = 3+ /4 —y

dont le volume de révolution est Vj :
4

Vo = 71/ (3+ «/4—y)2dy: 767
0
Le volume démandé est V= Vy — V; = (76 — 12) m = 6471

Centre de gravité

Le barycentre de barus (poids) et centre est initialement le centre des poids. C’est donc
une notion physique et mécanique.

Le premier a avoir étudié le barycentre en tant que centre des poids (ce qu’on appelle
de nos jours le centre de gravité) est le mathématicien et physicien Archimede. Il est un des
premiers a comprendre et expliciter le principe des moments, le principe des leviers et le
principe du barycentre. Il écrit dans son traité Sur le centre de gravité de surface plane :

Tout corps pesant a un centre de gravité bien défini en lequel tout le poids du corps
peut étre considéré comme concentré.

Son principe des moments et des leviers lui permet de construire assez simplement le
barycentre de deux points de masses m; et m; différentes. ( Figure 11)

d|_“_ dy
iy ' “ ity

a

FIG. 4.11 — Balance entre deux masses
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Pour que la balance soit en équilibre, il faut que les moments md; et myd, soient égaux.
Cette condition se traduit de nos jours par I'égalité vectorielle :

— - =
mydy +mody; = 0

D’apres Christiaan Huygens (1654) :
Le barycentre d'un systéme matériel se meut comme si toute la masse du systeme y
était transportée, les forces extérieures du systeme agissant toutes sur ce barycentre.

Autrement dit c’est un point virtuel (G) tel que sa masse est équivalente a la masse du
systéme et son moment est égale a la résultante de tous les moments du systéme :

(my +my+---my)de = mydy + mady + - - - myd,

ou m; sont les masses des points matériels et d; sont les distances au point de rotaion, on
trouve donc :

[]

G — T on
)

my —+my+--- My

En réalité le systeme est un ensemble continu des points matériels (m; — dm) donc le
signe } sera remplacé par le signe |[ .

Notons que la distance d¢ peut étre considérée comme coordonnées du centre de gravité
G.

n n
i>::1 mix; — [ xdm et El my; = [ ydm

Centre de gravité d"une courbe plane pesante

Soit une courbe matérielle définie par y = f (x) et de densité linéaire de masse A = A (x).

“y ds

F1G. 4.12 — courbe matérielle

La masse de chaque arc élémentaire de longueur d?¢, est dm = A (x) d¢ donc les coordon-
nées du centre de gravité sont :

b b
Ty = lfxalm = lfx/\(x) 1+ y2dx
”fﬂb T“b (4.32)
yg = Jydm = — [ yA (x) 1+ y?dx
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N

ou

[I b b

Centre de gravité d’une figure plane

Le centre de gravité de la figure matérielle, de densité surfacique A, limitée par la courbe
y = f (x) etles droites x = a et x = b et 'axe ox est donné par :

(4.33)

FIG. 4.13 - Figure matérielle plane

En effet, on considére un rectangle élémentaire de largeur dx et longueur y, sa masse est :
dm = AdS = Aydx.

[ Exemple 4.37 Déterminer le centre de gravité de la branche parbolique y = x% 0 < x <1

T X
de densité linéaire de masse A (x) = 3
Yo
0.5
0.0 t f t H—
0.0 05 10
X
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La longueur d’un arc élémentaire de la courbe est Al = \/1+ y?dx = 1+ 4x2dx sa masse
est:

dm = Adf = S+ &dx
1 1
-1
La masse de la courbe est m = //\ (x)dl = /%\/l +4x?dx = 5\/956 = 0.106 04521

0
1

b
Y v ML S 2) = 7.5792164 x 102
v = [ xdm 0/ +axtax 256\[ 512 n(\[+ ) X
M, 5792164 x 1072
%6 = 7 010604521 = 071471558
= — 2 - - I 2
M, = fydm /8\/1+4x dx 192\f+%0 5.9272604 x 10~
M 9272604 x 1072
Yo = y—59 604 X 1077 _ ) 55893712

‘m 010604521

Moment d’inertie

Le moment d’inertie d"un point matériel de masse m par rapport a axe A est défnie par :
In = mr? o1 est la distance a I’axe A (figure 14).
Le moment d’inertie d"un systeme matériel de n points des masses m est alors :

n

2

IA = E myry
k=1

cette derniere relation se généralise pour un corps en considérant la somme continue ( [) au
lieu de somme discrete (}).

S —

F1G. 4.14 — Rotation autour d’un axe

Soit (C) une courbe de densité de masse linéaire A = A (x) et définie par 1’équation
y = f (x),pour x € [a,b], en rotation autour d’un axe A. Le moment d’inertie d’un élément
de masse dm = Ad{ par rapporta A est:

dlp = p*dm = p?pdl = p?A\/1+ f2 (x)dx ot p estla distance d’un point M (x,y) de
la courbe a I'axe de rotation.

Alors le moment d’inertie de la courbe (C) est:

b
Iy = / 02 A1+ f (x)?dx (4.34)
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En particulier si la rotation se fait autour de I'axe Ox (respectivement Oy ) la distance
est p =y (respectivement p = x ), on aura:

b b

Ix = [y?Adl = [y*A\/1+ y'%dx
a a
b b

Iy = [x*Adl = [ x*A\/1+y%dx

(4.35)

D’autre part si la rotation se fait autour de 1’origine O alors la distance est p = /x% + 12
par suite :

b b
lo= [ (@+y?)Ade= [ (2 +2) A1+ y2dx (4.36)

a

Pour une figure plane limitée par la courbe y = f (x), 'axe Ox et les droites x = a et
x =b,onadm = Aydx alors:

b
iy — / A f (x) dx 4.37)

Exercices

Exercice 4.1 Calculer directement les primitives des fonctions suivantes

1. [4a®x3dx 3. [ (¥ —sin2x +x) dx
2. [tan? xdx 4. [ \/xdx

Exercice 4.2 Calculer par changement de variable les primitives des fonctions suivantes

1. X 5 7 1 14. sin® x cos x
(x+1) xvV1+ x? I5 x2
X 2 ’ 3
T 8 —— 2x°+3
xX°+ /2 — x2 16 sin2x
3. xl 9 Va2 +1 V1 +sin? x
€ +‘1 ' x ; Vianx+1
4 Ssmx 10. V1 —x? cos? x
Vecos?x +1 1 18 1
xz 11. \/67 ' xInx
5. 1
/1 — %2 12 X 19. 7
— Vo cosxx(3tanx+1)
6. 13. cot (5x —7) 20 G a

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 150

Dr. N. A. Assaad

Exercice 4.3 Intégrer par parties les fonctions suivantes

1. x"Inx; (n # —1) 5. arcsin x
2. [Inx?d

/ ni * 6. xarctanx
3. In(x* +1)
4. In(1—x) 7. xcos? x

Exercice 4.4 Calculer les intégrales suivantes
] / dx
") x2+2x+5

) / dx
") x243x+1

7x+1

—d
6x24+x—1 :

3 X arcsin x
V122

x arctan x
(14 a2)?

5. / ad
/52 — 3x — 4x2

X
ot
V14 x4+ x?
5 /6x4—5x3+4x2
' 2x2 —x+1

dx

x+3
\/4x2 +4x+3

1. sin®x
cos® x

sin® x

3. sin* x cos* x

1. directement

a
(a) eXdx

n
(b) /4 sin2xdx
0

2 dx
ol+x
2. par parties

(c)

1
(a) /o (x2 —1) e*dx

(b) /jxcos xdx
0

3. Par changement de variables

1 2
(a) /xex dx
0

2
(b) /1 Vx+ 1ldx

Calcul différentiel et intégral

Exercice 4.5 Intégration des fonctions trigonométriques

dx
" costx

5. sin xsin 3x

6. cosdxsin7x

Exercice 4.6 Calculer les intégrales définies suivantes

b dx
d
(@ /0 V1—x2
2
© [ (- 2x)dx
1

T sin2xdx
| ——
0 1+sin“x

© /1 “Inxdx

() / x1In xdx
1

1
© / V1= 2dx

dx

@ 0 1+\f

x
o[t
v2ax + x?

sin x
" 14sinx

"4 —sinx

®©  dx

© 0 1+ a2

n
(h) /4 tan xdx
0

7T
(e) / €2 sin xdx
0

1
f) / arcsin xdx
0

2 Yxr—2

(8)/ \/xf+3
In2

(f)/o ver —ldx
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. . 2, 2
Exercice 4.7 soit I, = / sin” xdx = / cos™ xdx.
0 0

1. Démontrer que 1,, vérifie la relation de réccurence

n—1
In = Ian
n

2. Calculer I, en fonction de n.
3. Déduire Iy et I1p.

Exercice 4.8 Soit I'intégrale

1
dx
I BN
)"
0
1. Enintégrant 1, par parties, calculer 1,1 en fonction de I,.
2. Calculer Iy et I et déduire I, et I3

2
Exercice 4.9 Calculer I'aire du domaine limité par la parabole y = %,les droites x =1, x =3

et l'axe Ox

Exercice 4.10 Calculer I'aire du domaine limité par la parabole y = x?, la droite y = x pour
0<x<1

Exercice 4.11 Calculer I'aire du domaine limité par la courbe x = 2 — 2y — y* et l'axe Oy

Exercice 4.12 Calculer la longueur de I'arc parabolique y = 2x* compris entre x = 0et x = 1

Exercice 4.13 Calculer la longueur de la courbe définie par les relations paramétriques :
x=a(t—sint) e¢ y=a(l—cost) pour 0<t<2m

Exercice 4.14 Calculer la longueur de la courbe : r = asin® g (0<0<m)

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 152 Dr. N. A. Assaad

Exercice 4.15 Calculer le volume de corps de révolution de la courbe y = sin x limité par 0 <
x < 7T par rotation : autour de I'axe Ox et autour de I'axe Oy

Exercice 4.16 Calculer le volume de solide formé par rotation autour de I'axe Ox de la figure
limité par la parabole y = 2x — x? et I'axe Ox

Exercice 4.17 On désigne par f (x) la fonction définie par :

Bx+C

1. Montrer que f (x) s’exprime sous la forme f (x) = Ax + 21

2 A,B,C sont des
réels a déterminer.

2. Calculer, alors : I = [ f (x) dx

3. En utilisant un changement convenable de varaible déduire ] = [ tan> tdt.

Exercice 4.18 Calculer, par changement de variable, les inégrales suivantes :

dx
1 1:/
x+1+vVx24+2x+2

2 I /Sll’l x
4/ COS X

Exercice 4.19 On considere les deux intégrales :

dx w4+ —x+1
x) = et X :/ dx
) /\/1+x2+\/1—x2 J ) x4 + x2

V14+x2—/1—22

2x2

1. Montrer que I (x) s’exprime sous la forme I = / dx,puis calculer I

X4+ —x+1
x4 4 x2

2. Montrer que f (x) =

Ax+ B
x2+1

. b
s’exprime sous la forme f (x) = % + p +ox +

et calculer |.

Exercice 4.20 :

1. Calculer les intégrales indéfinies suivantes :
dt du
1_/t2(1—t) ot ]_/u3(1—u2)
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2. Déduire de ce qui précéde les intégrales suivantes :

dx dx
K] = /37 et K2 — /73
SIN~ X COS X SIN X COS° X

3. On pose K = / 7).Exprimer K en fonction deKy et Ky, et en déduire K.
sin” (2x

Exercice 4.21 L’objectif de cet exercice est de calculer I'intégrale indéfinie suivante

3
=
(1+x3)

1. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle suivante :

En déduire : | = /1 + 3

2. Calculer K = /

1
(1+x)(1—x+x2)

(1+ x3)
3. En utilisant une intégration par parties déduire la valeur de 1.

Exercice 4.22 On considere l'intégrale
T .3
2 sin” x
0 sin”x + cosd x
1. Montrer, en faisant un changement convenable de variable, que
z 3
2 cos” x
0 sin”x + cosd x

2. Déduire la valeur de l'intégrale I.

Exercice 4.23 Pour tout n € N, on considere les intégrales

1 xn+2

1
xf’l
In:/idxet n:/ dx
; V1+x2 J ; (14 x2)V1+x2

1. Calculer I et 1

1
FO< T < L1
0 ns 73

3. Montrer, a I'aide d"une intégration par parties, qu’on a pour tout n € N :

1
2. t <<
Montrer que 0 < R

1 1
ECERARCEE
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Exercice 4.24 Soient

CcoSs X sin x
= et | = dx
cosx+s1nx Ccos x + sin x

1. Calculer I+ ] etl—]
2. Déduire L et ].

Exercice 4.25 Soient les intégrales
T /4
x sinx
et J= / In(1+ tanx)dx

1+ cos?x
0

1. Montrerque:/f(x)dx: /f(a+b—x)dx

2. Utilser cette relation pour calculer I et |.
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Chapitre 5

Equations différentielles

L est souvent impossible de déterminer une relation directe entre la fonctiony = f (x),
décrivant un phénomene physique, et la variable x. Mais on peut définir cette fonc-
tion indirectement. Une forme de définitions indirectes c’est d’établir la dépendance
entre x et y et les dérivées de y : v/, y”,. .. telle relation est en générale une équation,

appellée équation différentielle, de la forme :

F(x,y, y/,y”,...,y(")) =0

L'intégration de cette équation nous donne la fonction inconnue y en fonction de la va-
riable indépendante x , la fonction trouvée est une solution de 1’équation différentielle.
Par exemple I’équation du mouvement, le long de I’axe ox, d"une particule de masse m

soumise a la force F est donnée par la loi fondamentale de la dynamique : F = m‘jl%, si F

est une fonction de x soit F = —kx I'équation s’écrit : m‘fi%‘ +kx = 0 c’est une équation
différentielle reliant la fonction x, sa dérivée second x” et la variable ¢.

Définition 5.1 On appelle équation différentielle toute équation de la forme

F (x,y,y’,y”,...,y(”)) =0 (5.1)

Dans laquelle se présentent la fonction inconnue y de la variable indépendante x et les différentes
ordres de dérivées y,y',y”, ... de y.

Définition 5.2 On appelle ordre de I'équation différentielle I'ordre de la dérivée la plus élevée qui
figure dans I'équation.

Définition 5.3 L'équation différentielle est dite équation ordinaire si la fonction inconnue est
une fonction d'une seule variable indépendante x . Alternativement c’est une équation a dérivées
partielles.

7

00 Exemple 5.1 xy’' 42y
*f  Pf of

— + —= — = =0 est une éguation a dérivées partielles du second ordre
ox?  dy?  ox 1 P

= sinx est une équation différentielle ordinaire du troisieme ordre.
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Définition 5.4 On appelle solution ou intégrale d'une équation différentielle toute fonction f(x)
qui vérifient identiquement cette équation.

Définition 5.5 On appelle solution générale de [I'équation différentielle toute fonction
f(x,C1,Cy,...,Cpn) qui vérifient I'équation différentielle avec des constantes arbitraires
Cy,Cy, ..., Ch.

Une solution vérifiant certaines conditions initiales est une solution particuliere. Dans ce cas
C1,..,C,, ont des valeurs bien déterminées.

[ Exemple 5.2 y = Cysinx 4 Cycos xest la solution générale de I'équation différentielle
y'+y=0

Les fonctions y(x) = sinx, y = 2cosx, y = 3sinx — cosx sont des solutions particu-
liéres.

Equations différentielles du premier ordre

Définition et classification

Une équation différentielle du premier ordre est de la forme :

F(x,y,y') =0 (5.2)

Lorsque cette équation est résoluble en i/, on peut la mettre sous la forme v’ = f(x,y). On
dit alors que "équation est résoluble par rapport a la dérivée.

Théoreme 5.1 Si dans I'équation y' = f(x,y), la fonction f (x,y) et sa dérivée partielle g]y‘
par rapport a y sont continues dans certain domaine D du plan Oxy et si (xo, yo) est un point de

ce domaine, il existe une solution unique y = ¢ (x) satisfaisant a la condition y = yg et x = Xxo.

Géométriquement ce théoreme signifie qu’il existe une fonction y = ¢(x) et une seule
dont la courbe représentative passe par le point (xg, yo). Il en résulte du théoreme que 1’équa-
tion (2 ) possede une infinité de solutions différentes par exemple la solution passant par le
point (xg, Y1), celle passant par le point (xg, y2) etc, pourvu que ces points se trouvent dans
le domaine D.

La condition que la fonction y doit prendre la valeur donnée v lorsque x = xg s’appelle
la condition initiale. Souvent on I’écrit sous la forme yy—y, = yo.

Définition 5.6 On appelle solution générale d’une équation du premier ordre, une fonction :

y=f(x,C) (5.3)
dépendant d'une constante arbitraire C et satisfaisant aux conditions suivantes :

1. Elle satisfaite a I'équation différentielle quelle que soit la valeur particuliere donnée a la
constante C

2. Quelle que soit la condition initiale y = yo lorsque x = xg on peut trouver une valeur
C = Cy telle que la fonction y = f (x,Cy) vérifie I'équation différentielle et la condition
initiale donnée. y = f (x, Co) est la solution particuliere

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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~— Remarque 5.1 .

En cherchant la solution générale d’une équation différentielle, nous sommes souvent
conduits a la forme

¢ (x,y,C)=0 (5.4)

non résolue en y . Une solution particuliere est donc: ¢ (x,y,Cy) = 0

\. J

[ Exemple 5.3 La solution générale de I'équation :

y _ Yy

dx x
est une famille de fonctions y = 3 la solution particuliere vérifiant les conditions initiales yo = 1

lorsque xo = 2 est y = 7

De point de vue géométrique, l'intégrale générale représente une famille des courbes
planes dépendants d'un parametre C. La figure 1 montre les courbes intégrales de I'équation
précédente pour C =1, 3,8, -8

FIG. 5.1 — Famille de solutions de i/ = —

=<

Calssification

Il'y a trois classes principales d’équations différentielles du premier ordre :

1. Equations dont on peut séparer les variables
2. Equations homogenes ott i’ ne dépend que du rapport y/x

3. Equations linéaires ot1 y et ' sont au premier degré

En dehors de ces types généraux d’équations différentielles du premier ordre, il ya un
certain nombre d’équations de types spéciaux : équations de Bernoulli, de Riccati, de La-
grange, de Clairaut, etc.

Dans la suite on va étudier les méthodes de résolution de quelques des équations diffé-
rentielles du premier ordre.

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Equations a variables séparables

Définition 5.7 Une équation différentielle du premier ordre est dite i variables séparables si elle
peut se mettre sous la forme :

fly =fi(x) f2(y) (5.5)

ou le second membre est un produit d’une fonction de x seul par une fonction de y seul ,

Pour intégrer cette équation on fait séparer les variables x et y , alors que "équation
devient :

dy _
W = f1 (x)dx

la solution se déduit par intégration des deux membres :

dy = xX)dx

Une équation de la forme
f(x)dx +g(y)dy =0 (5.6)
est aussi une équation différentielle a variables séparables dont 1'intégrale générale est

/f(X)dx + /g(y)dy =C

de méme I'équation

M (x) N (y)dx+ P (x)Q(y)dy =0 (5.7)
est a variables séparables, elle se met sous la forme
M) 4 QW) g g

P (x) N (y)

en divisant I’équation par P (x) N (y) et l'intégrale générale se déduit directement :
M (x) Q)
dx + / ——=dy =C
e+

[0 Exemple 5.4 Résoudre I'équation : (1 + x) ydx+ (1 —y) xdy =0

En divisant par (xy) les deux membres, on obtient :

1+ x

dx+1_ydy:0<:><1+1>dx+<1—1>dy:0
Yy x Yy
Intégrons les deux membres :
/ L dx+ [ L Nay=c
x y y=

=In|x|+x+Injy|—y=C

Finalement :
In|xy|+x—-y=C

est l'intégrale générale de I'équation donnée.

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Equations homogenes

Définition 5.8 Une fonction f (x,y) est dite homogene de degré n par rapport aux variables x et
y sil'on a pour tout A € R.

f(Ax, Ay) = A"f (x,y) (5.8)

(1 Exemple 5.5 La fonction f (x,y) = xy — x* est homogene de degré 2 :

fAx, Ay) = Axdy = A% = A% (xy — %) = A%f (x,y)

x% 42
Xy

La fonction f (x,y) = est homogene de degré zéro :

2.2 2.2 2 2
fagay) = EE LA XAV

/\ny xy f(xy) = /\Of (x,y)

Définition 5.9 Une équation différentielle, du premier ordre, de la forme

Z‘Z =f(xy) (5.9)

est dite homogene par rapport a x et y si la fonction f (x,y) est homogene de degré zéro par rapport
axety,c'est-a-dire si f (Ax,Ay) = f (x,y)

y

[1 Exemple 5.6 I'équation y' = o est une équation homogene.

Solution d"une équation homogene

La méthode générale d’'intégration d'une équation homogene est de la rendre en une
équation a variable séparable par changement des varaibles.

1
On a par hypothese f (Ax,Ay) = f(x,y), pour A = 2 on obtient f (x,y) = f (1, %) ,
c’est-a-dire qu'une fonction homogene de degré zéro dépend seulement du rapport % .

y

Posant u = po soity = ux

La différentielle de y nous donne : dy = udx + xdu ou bien

dx dx

et '’équation différentielle devient a variables séparables :

du dx du

u—f—x%:f(l,u) ou T fu—u

y

Substituant, apres intégration, po a u on obtient l'intégrale générale de I'équation (9)

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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] Exemple 5.7 Intégrons I'équation y' =

160

x2

Yy
— 2

Le second membre est une fonction homogene de degré zéro :

f(Ax,Ay) =

AxAy Axy

Y

(Ax)* — (Ay)? A2 (x2 — y2) - (x2 —12) =f(xy)

donc I'équation différentielle est homogene.

Faisons le changement de variable Y

= u, c'est-a-dire y = ux et donc
X

dy du
! - = -
y = 7 u—+x i
le second membre s’écrit :
Xy ux? B 1u?
22 22 1—u2
alors :
u—+ xd—u = u?
dx 1—u?
ou bien
e W
dx 1—u? 1—u?
en séparant les variables, elle devient :
1—u? dx du du dx
du = — —_——= —
us u3 u X
En intégrant les deux membres on obtient :
L —Inju| =In|x|+C = 1 In |Cux|
2u? o ! 2u?2
Remplagons u par %, la solution s’écrit :
2
—272 = In|Cy]|
Ou finalement :
x =yy/—2In|Cy| =y,|In W
Y

~ Remarque 5.2

Dr. N. A. Assaad

\.

Une équation de la forme

M (x,y)dx+ N (x,y)dy =0

ne sera homogene que si les fonctions M (x,y) et N (x,y) sont homogenes de méme
degré.

Calcul différentiel et intégral
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Equations se ramenant aux équations homogenes

Toute équation de la forme

dy ax+by+c

dx  ax+py+q

(5.10)

se raméne en une équation homogene.
Sic = v = 0l'équation est évidement homogene.
Si c et 7y ne sont pas nuls, on fait le changement des variables :

x=x1+h y=y1+k
dy _ di

alors dx = g 0 substituant dans 1’équation différentielle on trouve :
1
%_a(xl—i—h)—i—b(y]—i—k _axy+by; +ah+bk+c

)tc
dx; a(x1+h)+By1+k) +v - axi + By1 + ah + Bk + o

On choisit les parametres 1 et k d'une maniere que :

ah+bk+c = 0
ch+Bk+v = 0

c’est-a-dire :

no— _by—cB
ba —ap
—cu + ay
ba —ap

[l Exemple 5.8 soit I"équation dy _x+y-—3
dx x—y-—1

Pour ramener cette équation en équation homogene, on pose
xp=x+hety1=y+k

donc :
dyr _ xi+y+h+k-3

dx; x1—y1+h—k-—1

Résolvant le systeme :

h+k—-3=0
h—k—1=0

on trouve : {k = 1,h = 2} on obtient ainsi I'équation homogene :

dp _m+y S

_ Y

dx;, x1—y 1 xi

0SONS : = uxy, 'équation s’écrit : u + x du = 1+u
P SN i ' 1dx1 1—u

Séparons les variables u et xq :

xdiu_l—i-u_u_l—i-uz:> 1—udu_@
Yax, " 1-u C 1—u 1+u2 x

Calcul différentiel et intégral
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Ona:
1—u 1 5
mdu = arctanu—iln(l—ku)
dx1
— = Inx
X1

donc :arctanu — %ln (1+u2) =Ilnx;+C=Inx;+InK
—> arctanu = Inx; + 3 In (1—|—u2)—|—an:1n’Kx1\/1—|—u2‘

Kx1V'1+ u? = exp (arctanu)

et finalement en remplagant x1 et yy par leurs valeurs :

o2 2 y—1
K\/(x 2"+ (y—1)" =exp <arctanx_2)

Equations linéaires du premier ordre

Ces équations sont les plus importantes, car on les rencontre constamment en physique

Définition 5.10 On appelle équation différentielle linéaire du premier ordre toute équation de la
forme :

a(x)y' +b(x)y = f(x) (5.11)

ot a,b et f sont des fonctions continues de la variable x

|:| Lorsque le second membre f (x) est nul on dit que I’équation différentielle linéaire (11)
est homogene ou sans second membre.

Premier cas : Equations linéaires sans second membre

Considérons 1’équation
a(x)y' +b(x)y=0 (5.12)

La résolution est tres simple, car on se ramene a 1’équation a variables séparables et 1'inté-
gration est immédiate :

dy _ dy _ b,
a(x)dx— b(x)y = v a(x)dx_ A (x)dx
En intégrant les deux membres : [ dyy = — [ A(x)dx+ C ontrouve:

Inly|=—-P(x)+C

ou encore :
y(x) = K"

. L b (x) c

ot P (x) est une primitive de A (x) = () et K = e".

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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2y _0

[ Exemple 5.9 Intégrons y' — T+x

On écrit I'équation sous la forme :

p_dy 2y
Y dx 14+«

Séparons les variables et intégrons les deux membres :

dy  2dx /dy 2dx
- — = _— =
y 1+x y 1+x

L'intégration nous donne :
Inly| =2In[1+x|+C=In(1+x)>+Ink =1In (k (1+ x)z) et par suite

y:k(l—i-x)2

[l Exemple 5.10 Considérons I'équation différentielle :

v +2xy=0
.. ., dy dy .
elle s’écrit : i —2xy <= — = —2xdx, intégrons les deux membres :
Inly| = —x2 4+ C=y=e*+C
dont : ,
y=ke™

Deuxieme cas : Equations linéaires avec second membre

La solution générale de I’équation avec second membre (EASM)

a(x)y' +b(x)y=f(x)

est une combinaison de la solution générale (y;) de I’équation sans second membre
(ESSM) et une solution particuliére (y,)de 'EASM.

y=y1+y

On résout d’abord I'ESSM associée a 1’équation précédente : a (x)y' +b(x)y = 0 ce
qui permet de séparer les variables et , puis d’'intégrer. La solution est de la forme :

y1 = kexp <— /Adx> = ke P

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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ott P (x) est une primitive de A (x) = w

a(x)

On considére maintenant que y; est une solution de I’équation avec second membre a
condition de considérer k non plus constante, mais comme une fonction inconnue de x. ( ¢a
équivalent a dire k = k (x) = yj exp (P) et on a toujours le droit de faire car ’exponentielle
ne s’annulle pas).

Car, en effet, la fonction y; = ke™"*) avec sa dérivée y] nous donne nécessairement
a(x)y; +b(x)y1 = 0 pour chaque valeur constante de k, mais nous somme besoin d"une
solution telle que a (x)y' + b (x)y = f (x).

Il est, donc, plus commode de considérer la solution i, = ke~"*) mais on suppose que
k=k(x).

P(x)

I Cette méthode est dite la méthode de variation des constantes.

Avec telle hypothese on aura :

dy, d _ _ _
/o _ P(x)\ — 1/,—P / ,—P
yz—dx—dx(k(x)e )—ke kP'e

=Ke P —kAe P =Ke P — kZe‘P = ke’ - Zyz
i b
puisque A = L etP= [ Adx.

Substituant dans I'équation générale a (x)y' + b (x)y = f (x) :

a <k’ep - Zy2> +bys = f(x) = akle ¥ = f (x)

et finalement :
_ [ fx) —P(x)
k(x)—/a(x)e dx

enfin la solution générale de I'équation avec second membre devient

y =kexp(—P)+ </£E36_P(")dx) exp (—P). (5.13)
[0 Exemple 5.11 Chechons la solution générales de I'équation : y' — % = x?
y

— L’équation sans second membre est : y' —= =0
X
en séparant les variables, elle s’écrit :

en intégrant les deux membres, on trouve :
Inly| =In|x|+C
d’oii la solution générale de I'équation homogene :

y1 = kx
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— Pour détrminer une solution particuliére de I'équation avec second membre on suppose que

k =k (x) alors y’ = k'x +k et substituons dans I'équation avec second membre :
2

K'x+k— k?x = x? = k' = xdonck(x) = % et la solution particuliere de 'EASM est

3
x
p=k@)x="
Finalement la solution générale de 'EASM est donc :

3

x

— kx 4+ —

y=kx+ 5

[ Exemple 5.12 Soit I'"équation y' cosx + ysinx =1
Résolvons d’abord I'équation sans second membre qui s'écrit : y' +ytanx = 0 ou en séparant

les variables : d—y _ _smY dx

cos X
L’intégration des deux membres nous donne : In|y| = In|cos x| + C = In |cos x| + Ink et
on trouve
y1 = kcosx

Considérons maintenant k comme une fonction inconnue de x, et dérivons

y2 =k(x)cosx =y =k’ cosx —ksinx
Portons dans I"équation complete, en remplagant y par sa valeur :

(k' cosx — ksinx) cosx + kcosxsinx = 1

soit k' cos? x = 1 ou encore k' =

5— d'oit en intégrant : k = tanx
s

d’oit la solution générale de I'équation complete :

y =kcosx +tanxcosx = kcosx + sin x

Equation a coefficients constants et second membre constant

C’est une équation de la forme :

Y +ay=>b (5.14)

ou a et b sont deux constants et non plus des fonctions quelconques.
On peut dans ce cas séparer les variables, en conservant le second membre :

dy dy 1

% — _ - _ —

V=0 b—ay = v dx = aln|b ay| =x+C

et on tire facilement y.

~— Remarque 5.3 N

Si I'équation différentielle est donnée sous la forme Ay’ + By = C alors elle s’écrit
immédiatement
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Le Cnam-Liban 166

[l Exemple 5.13 Soit I'équation

y —4y=2
on peut écrire successivement :
dy dy
= =244y = —— =d
T Ty T

= }Lln]2+4y\ =x+C=In|2+4y| =4x+4C
= 2+ 4y = exp (4x +4C)

=y = i (exp (4x +4C) —2) = Loacpar _ 1

Soit :

Equations des types spéciaux

Dr. N. A. Assaad

Dans la suite on va considérer des équations différentielles des types spéciaux dont on

limitera 1’étude a la recherche de la solution générale :

Equations de Bernoulli

L’équation de Bernoulli est une équation différentielle du premier ordre dont la forme

générale est :

Y +P(x)y=Q(x)y"

(5.15)

ot P (x) et Q (x) sont des fonctions continues de x ( ou des constantes) et n # 0, n # 1si

non on aura une équation linéaire.

L’équation de Bernoulli se ramene a une équation linéaire par les transformations sui-

vantes :

1. Divisant les deux membres de I’équation par y" on obtient :

Yy "+ P(x)y " =Q(x)

2. Faisant le chagement de variable :

z=y "= = (—n+1)y"y

3. Substituant dans la derniere équation on obtient :

ZI

1—n

C’est bien une équation linéaire en z.
On détermine y & partir de z par la relation y = '{/z

Calcul différentiel et intégral
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[l Exemple 5.14 Considérons I'équation :

@ _ 3.3
dx+xy—xy

Divisant par y> on obtient :
dy

4y -3 -2 _
dxy + xy X

3

posons z = y~2, sa dérivée est : z = —2y'y~3, substituant dans I'équation différentielle on

. 1 )
obtient : _EZ/ + xz = x3 ou bien :

7 —2xz = —2x3

c’est une équation linéaire du premier ordre en z.

. dz . 2
— L’équation sans second membre nous donne : — = —2xdx, dont l'intégrale est : z1 = ke*
z

— on suppose que k = k (x) alors 2’ = k'e¥ + 2xke™ d’oi :
K'e + 2kxe*” — 2xke” = —2x3
K = —2x3¢
Intégrons k', on obteint : k = —2 [ Be X dx = (x> +1) e
et zp=k(x)eX =x2+1
La solution générale de 'EASM est :z = z1 + 2o = ke’ +x2+1

Finalement z = y~2 soit :

1 1
y=—r
vz ke¥ + x2 +1

Equation de Ricatti

L’équation de Ricatti est une équation différentielle non linéaire de forme générale :

YV =a(x)y*+b(x)y+c(x) (5.16)

Si a(x) = 01’équation (16) est une équation linéaire.
Si ¢ (x) = 0 l'équation (16) est celle de Bernoulli.

Pour qu’on puisse résoudre une équation de Ricatti il est nécessaire d’en connaitre une
solution particuliere y;.

Posons alors y = z + y; ol1 z est une fonction a déterminer.

En dérivant y et en remplcant dans 1’équation 16, on obtient :

Z+yp = a(z+yp) +b(z+m)+c
az® + ayt + 2azy; + bz + by; + ¢
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or y; est une solution de ’équation différentielle donc : y}; = ay? + by; + ¢ ce qui entraine

7z =az> + (2ay, +b)z

L’équation en z est donc une équation de Bernoulli avec n = 2 dont on peut la résoudre.

[ Exemple 5.15 Intégrons I'équation
Y (1-2%) +2xy? —x*y—1=0

sachant que y; = x est une solution particuliere.

Posons y = z+ x alorsy' =z’ + 1, en portant y et y' dans I'équation proposée on trouve :

ZH+1)(1-3) +2x(z+x)? - 22 (z4+x)—1=0
On écrit :

Z(1=x3)+1—x3+2x22 + 223 +4x’z —x’z — x> =1 =0
et finalement on aura :

Z (1—x%) +3x%z242x22 = 0

La derniere équation est celle de Bernoulli. Avec z # 0 divisons par z* on obtient :

7772 (1- x3) +3x%z7 ' +2x =0

posons u =z ' donc u' = —z'z72 et I'équation s'écrit en fonction de u :

u' (1— x3) —3x%u = 2x

ou
, 3%

18T 10

u avec x # 1

2

C’est une équation linéaire en u dont la solution générale est : u = 10
x

1_1—x3

i s

Finalement la solution générale de I'équation de Ricatti est :

1—x3 1+ kx

Y =2 T T e

Equation de Lagrange

C’est une équation linéaire en x et y soit

et par suite

y+a(y)x+b(y)=0 (5.17)
dy
Y
Onposc?z =y = dx
L’équation s’écrit
y+a(z)x+b(z)=0
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en dérivant cette équation par rapport a x,

dy da db

%+ax+a+£—0
da dadz  ,dz . db  ,dz )
Ora—Eﬂ—a% etdememea—banousavons.
dz dz
144 r4s
z—i—adxx—i—a—l—bdx 0

soit alors J
/ b/ j —
z+a(z)+ (xa' + )dx 0
c’est-a-dire
dax P
(z—l—a(z))g—l—xa +b0' =0

. £ . o dx
sia(z) # —z cette équation est linéaire en x et —

dz

On obtient d"une maniére générale
x=ke(z)+¢(z)
avecy = —a(z)x —b(z)

[ Exemple 5.16 On cherche a résoudre xy' +y +y? = 0

On pose y' = ZZ = z, I'équation devient : xz +y +z> = 0ouy = —xz — z*

y . ody dz dz
En dérivant par rapport a J; Foi —Z X Zzﬁ
Soit:z = —z — (x+22)—z =22 = 02
dx dz

, . C dx . 2
C’est une équation linéaire en xet —— sa solution est x = — =z alors

C
dz Viz| 3
C 2 Cz 1
=—xz—2>=— —Zz|z—22=— -
’ ( B 3) NERE

On obtient uniquement un paramétrage des courbes intégrales

__C 2
Vgl 3
cz 1,

Equation de Clairaut

L’équation de Clairaut est une équation différentielle du premier ordre de la forme :

y=xy' +¢(v) (5.18)

Ot i est une fonction de la dérivée i seule.

C’est, donc, une équation de Lagrange aveca = —y/
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Introduisant la variable z = i’ = ZZ donc I’équation s’écrit :
y=xz+9(2)
et dérivons la par rapport a x :
dy _ _ dpdy _ 1ot
Ir =z=xz +z+ dy dx =xz +z+2z'¢Y

donc:z' (x +¢') = 0 et on obtient deux équations :
1. La premiere équation :
/
z =0

d
en intégrant, on trouve z = % = K c’est-a-dire y = Kx + ¢ (K)

2. La deuxiéme équation x + ¢’ (z) =0

A partir de cette derniére relation on tire z = z (x) et en substituant dans "équation de
Clairaut on trouve :

y=xz(x) +¢(z(x))

~— Remarque 5.4 .

Cette derniere solution ne peut pas étre tirée de la solution
y = Kx + ¢ (K)

par variation de la constante K. On dit que cette solution est singuliére.

\ J

[ Exemple 5.17 Considérons I'équation :
g
y=2xy T

La solution singuliere est obtenue par remplagement y' par K :

aK
vV1+K2
az

B , d az B a B
1o = v =i () - (viva)

y = Kx+

az az az Z3

itz (m)‘% " V1422 :a(m>3

Eliminant z entre x et y on trouve la solution singuliere :

y=xz+

x2/3 413 = g2/
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Equations différentielles du second ordre

Définition 5.11 On appelle équation différentielle du second ordre toute relation de la forme
F(x,y,v,y") =0 (5.19)
entre la variable x, la fonction y(x) et ses deux dérivées premieres.

Sous certaines conditions une équation différentielle du second ordre admet une
infinité de solutions dépendantes de deux constantes arbitraires : y = ¢(x, C1, Cz).

L’ensemble de ces solutions constitue l'intégrale générale et représente I’équation
d’une famille de courbes dépendant de deux parametres qui sont appelées courbes
intégrales.

Une intégrale particuliere est obtenue en imposant des conditions initiales. Le plus
souvent elles se présentent de la forme y(xp) = yo et y’(xo) = yj, . Dans ce cas, la courbe
est assujettie a deux conditions : Passer par un point (xo, yo) et avoir un coefficient de
tangente donné ;.

En cinématique, les conditions initiales sont celles de la position du mobile et de sa vi-
tesse a l'instant initial.

Inversement a toute courbe f(x,y,C1,C2) = 0 on peut associer une équation différen-
tielle du second ordre.

[0 Exemple 5.18 y” + wy = 0 admet pour solutions sur R les fonctions ¢,(x) = sinwx et
@,(x) = cos wx.

[l Exemple 5.19 y” = 0 admet pour solutions tout polyndme de la forme ax + b avec a et b
deux constantes arbitraires.

Equations différentielles se ramenant au premier ordre

Equations ne contenant pas de y

C’est une équation qui se ramene en une équation du premier ordre par changement de
variable.
Elle est de la forme

F(x,yt,y") = 0. (5.20)

On pose y' = z(x) alors y” = 2/, et 'équation devient du premier ordre sous la forme :

F(x,z,Z)=0
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[ Exemple 5.20 Soit I'équation y” +y'? =0
On pose z = y'et donc z' = y", substituons dans I'équation originale, on obtient :

Z4+22=0
Séparons les variables :

dz p

=

et intégrons les deux membres, on obtient :

1
- =x+C
z
c’est-a-dire :
Ly
T dx  x+C

Finalement en intégrant, on aura :

y=In|x+C|+k

Equations ne contenant pas de x

C’est une équation de la forme :

F(y,y',y") =0

Si on considere que y’ est une fonction de y, on peut donc poser y' = z(y) = % et

y' = '%/ = %Z—Z = 7'z et"équation devient :
F(y,zzz') =0 (5.21)
qui est une équation du premier ordre en z et dont la variable est y.
d
La solutionest: z= ¢ (y,A1) = % par

dy
x= [ 1,
/¢mm> 2

Equations linéaires a coefficients Variables

Définition 5.12 On appelle équation différentielle linéaire du second ordre une équation de la
forme

1 ()" +b(x)y +c(@)y = f(x) (5.22)

oita(x),b(x),c(x) et f(x) sont des fonctions continues de la variable indépendante x

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 173 Dr. N. A. Assaad

On associe a cette équation 1’équation sans second membre :

a(x)y"+b(x)y +c(x)y=0 (ESSM)

Théoréme 5.2 La solution générale s’obtient en ajoutant a une intégrale particuliere (Y,,) de
I'équation complete (21) l'intégrale générale (Y) de I'équation sans second membre (ESSM).

Y =Yp+Ys (5.23)

Intégration de I'équation sans second membre

1. Sion connait deux intégrales particulieres yy et o :

La solution générale s’écrit : y = c1y1 + c2y2. Les deux intégrales doivent étre linéaire-
ment indépendantes, ce qui se traduit par

_ | Y1 Y2
w(x) = #0 5.24
) ‘ 3//1 y’z ‘ ( )

w(x) est appelé le Wronskien.

2. Si on connait une intégrale particuliere yq
On pose y = 11z olt z = z(x) est une fonction inconnue de x alors, v’ = yjz +2'y1;
vy =y{z+2"y1 + 2y}z" et d’ott en remplagant dans (ESSM)

a(y{z +2"y1 +2y12') +b(y1z +2'y1) +czy1 = 0
lay! + by} +cyr] z+ a2’ + (2ay) +by1)z2' =0

ona y; est une solution de (ESSM) donc : a (x) y{ + b (x) y] +c (x) y1 = 0 soit :

ay1z” + (2ay) + by) 2 =0

Cette équation s’integre comme une équation se ramenant a une équation du premier
ordre .

3. Sion ne connait pas de solution particuliere.
Ce n’est généralement pas intégrable sauf si a, b et ¢ sont des constantes.
[ Exemple 5.21 Intégrer I'équation différentielle :
xy' — (x+2)y +2y =0
oiL y, = e* est une solution particuliere.

On pose y = ze* oit z = z (x) une fonction inconnue a déterminer, on aalors y' = (z' + z) e*
ety = (2" +22' +z)e".
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Substituons dans I'équation différentielle, en simplifiant e* :
x(2'+22 +2) = (x+2) (2 +2) +22=0

ou bien
xZ" + (x—=2)Z' =0

Cette équation se ramene a une équation du premier ordre, soit en posant u = z' et u' = z"
xu' +(x—2)u=0

en séparant les variables, on écrit :

On déduit :

Inu=-x+2Inx+C=1Ine *+Inx*+InK = In (Kx?e )
Soit u = 7/ = Kx?e™*
z= /u(x)dx = K/xze_xdx = —Ke " (x*+2x+2) +C

Finalement

y = (—Ke*(x*+2x+2)+C)e* =e" (C—Ke ™ (x> +2x+2))
Ce* — K (x* +2x +2)

Intégration de I’équation compléete, méthode de Lagrange

1. Sion connait une solution particuliére yp.
La solution générale est alors :

Ye=1Yp + Yessm (5.25)

[] Exemple 5.22 L'équation :

Yty —y =2 (E)

admet pour solution de Iéquation sans second membre

k
Yessm = ;1 + kox

A la vue du second membre, l'intégrale particuliere est un polyndme du troisiéme degré

yp = ax® + bx* + cx + d. On obtient donc en remplagant dans (E) : y, = % d’oit

¥k
yg:§+;1+k2x
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2. Sion ne connait pas de solution particuliere.

On applique la méthode de Lagrange appelée aussi méthode de la variation de la constante.
Elle ne doit étre employée qu’en dernier recours (surtout en physique).

Soit I'intégrale générale de 1'équation sans second membre V.. = c1y1 + c2y2 dans
laquelle on va faire varier les constantes c’est a dire que c; = ¢1(x) et c2 = c2(x). L'équation
différentielle fournissant une premiere relation pour déterminer ces deux fonctions, il nous
sera possible d’en imposer une seconde.

On dérive y = c1y1 + cay2 pour obtenir y' = cjy1 + c1y] + chy2 + 2y

[0 Attention

Si nous n’imposons pas de condition supplémentaire, le calcul de y’ montre que 1’'on
est ramené a une équation du second ordre, mais avec deux fonctions inconnues au lieu
d’une!

Imposons donc la condition :

ciy1+caya =0 (%)

donc i’ devient : y' = c1y] + coy5. En dérivant on obtient
y' = avi +ayl + oy + oy
I vient en reportant dans 1’équation (22) :
a (e + el + cays + cayz) + b (e + cayz) + ¢ (cwr + caya) = f (%)
On réécrit :
a(cwn +caya) +a e +as) +b(ayi+ o) elan +ay) = f(x)  (5:26)

alors on a a (c1y{ + coyy) + b (c1y) + c2yh) + ¢ (ciy1 + c2y2) = 0, car y; et y, sont des
solutions particulieres, la derniere équation se simplifie en :

a(x) # 0,donc

~

(%)

a(x

(b)

) .
Y1+ Yy =

~—

équation a laquelle il faut adjoindre la condition (% ) .Nous sommes conduits a résoudre
le systéme

Cry1 + Y2 = ? )
x (5.27)
4%+%%=£@)

1 Y2
B0
i ¥

Le systeme précédent est un systeme de Cramer et détermine ¢} et ¢}, on a alors les
solutions ¢1(x) et ca(x) qui par intégration dépendent chacune d’une constante arbitraire,
d’ou1 la solution générale.

Comme y; et y, sont linéairement indépendantes alors ona w (x) =
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Equations linéaires a coefficients constantes

Définition 5.13 C'est I'équation de forme générale :
ay”" +by' +cy = f (x) (5.28)

oit a,b et ¢ sont des constantes et f (x), le second membre est une fonction, donnée, continue de
X.

La solution générale se présentera aussi sous la forme g = Yessm + Yp OU Yessi €st la
solution générale de 1'équation homogene (ESSM) et y, est une solution particuliere
de I’équation complete (EASM) .

Solution générale de I'équation sans second membre

L'équation sans second membre (ESSM) est:

ay" +by' +cy=0 (ESSM)

Nous somme besoin de chercher une fonction y = y(x) telle que la combinaison linéaire
avec ses dérivées i’ et y” soit nulle, c’est-a-dire ay” + by’ + cy = 0. Une seule fonction répond
a ces demandes : la fonction exponentielle.

On cherchera, donc, des solutions de la forme y = ¢’* olir est une constante a détermi-
ner, les dérivées sont : y' = re’*, y” = r?¢’* et en remplagant dans (ESSM) on obtient :

ar? +br+c=0 (5.29)

Cett équation est appelée L'équation caractéristique, et la forme de la solution générale
de I’équation différentielle linéaire sans second membre dépend des racines de ’équa-
tion caractéristique.

Trois cas sont possibles selon la valeur du discriminant A = b? — 4ac du trindme (5.29) :
1. siA>0:
L’équation caractéristique admet deux racines réelles et distinctes r; et 7 ;
—b+ VA
2a

les fonctions y; = " et y» = €’2* sont deux intégrales particuliéres de I'équation
(ESSM) et la solution générale est une combinaison de ces deux solution :

T2 = (5.30)

Yessm = Cie" + Cpe™* (5.31)

ou Cyet C, sont deux constantes arbitraires.

[ Exemple 5.23 Soit a résoudre "équation différentielle : y" +y' — 2y =0
I'équation caractéristique associée est A* + A —2=0,A =1—4(-2) =9 > 0.
les racines sont Ay = 1 et A, = —2 alors

Yessm = Clex + CZeizx
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2.51A <0
L’équation caractéristique admet dans ce cas deux racines complexes conjuguées

1’1:DC+j,B et 1’2:0(—]',3

on peut aussi proposer la solution sous la forme : yess, = Ci1e"* + Cre™* ou Cy et C;
sont deux constantes complexes : C; = A; + jAy et Co = A1 — jAy le conjugué de C;.
Alors :

Yessm = C1e"* + Coe™* = (Aq + jAz) e@HPX 4 (A — jAg) el* 7P
= e [(A1 + jA2) &% + (A — jAz) e /Y]
— ¥ [/\1 (ejﬁx + e—jﬁx) +]A2 (ejﬁx — e_jﬁx)]
= e" [2A1 cos fx — 2A; sin Bx]
Soit, en posant A =211 et B = —2A; :

Yessm = €** (A cos Bx + Bsin Bx) (5.32)

En physique on posera
Yessm = Ye** cos (Bx — ) (5.33)

tel que: Y = VA? 4 B% et ¢ = arctan (B/A)

[ Exemple 5.24 Considérons I'équation différentielle :
y' =8y +41y =0

avec les conditions initiales : y (0) =1 et y' (0) = —1.
L'équation caractéristique associée est : A*> — 8\ +41 =0
A= (—8)"—4(1x41) =—100 < 0 soit A = 100;2
8 £10j

Les racines sont Ao = =415

La solution générale de I'équation différentielle est

y = e* (A cos5x + Bsin 5x)

ou bien
y = Ye** cos (5x — ¢)

Onay(0)=A=1

y' (x) = (4 — 5Asin5x + 5B cos 5x)
¥ (0)=4+45B=—-1=B=-1
La solution particulere est donc

4 (cos 5x — sin 5x)

y(x) =e

Y = /12 + (=1)> = 2 et ¢ = arctan <_11> = —g soit :

y(x) = v2¢* cos <5x + g)
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3.5iA=0:

iy . B . b )
L'équation caractéristique admet alors une racine double r = —5, cequi donne une
a
solution particuliére : y = e'*.
On cherchera par suite une deuxiéme solution particuliére, linéairement indépendante,
on applique ensuite la méthode générale, c’est-a-dire qu’on pose y = z (x) ™ d’ou:

Y =% [rz+2] et y'=e"[rPz+2r2 +7"]

qu’on remplace dans 1" ESSM.

On obtient :
a(rzz—i—Zrz’—i—z") +b(rz4+2')+cz=0

soit
az’ + (2ar +b)z' + (ar* + br+¢)z =0

r supposé racine double de L'équation caractéristique donc on a : ar> + br + ¢ = 0
et 2ar +b = 0 par suite 2 = 0, en intégrant, deux fois on trouve z’ = Ct* = A; et
z (x) = AMx + Ay et finalement :

Yessm = ()le als )\2) erx (534)

] Exemple 5.25 Soit a intégrer I'éqution différentielle : y" — 6y’ +9y = 0
omar? —6A+9=0<+= (A— 3)2 = 0 donc A = 3 est une racine double, la solution est :

yessm — (ax + b) €3x

Solution particuliere de I’équation compléte

La méthode de Lagrange est en général appliquée sauf dans les cas ot1 le second membre
se présente sous la forme

a (m*Q+2mQ' + Q") €™ + b (Q' + mQ) €™ + cQe™ = Pe™
onae™ # 0 (Vx) donc:
aQ" + (2am +b) Q' + (am2+bm+c) Q="

Le polyndme Q (x) est de la forme Q (x) = Agx7 + Ag_1x97 ! + -+ Ajx + Ap dont il faut
déterminer les coefficients A;,i =0,1,2,...,q.
Le degré q de Q dépend de m, trois cas se présentent :

i m n’est pas une racine de ’équation caractéristique c’est-a-dire : am? + bm + ¢ # 0,
par suite le premier membre est une fonction polynomiale de méme degré que Q,
alors degQ = degP =nety, = Q,(x)e"™ etil faut trouver tous les coefficients
A;i=012,...,n

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 179 Dr. N. A. Assaad

ii m est une racine simple de l'équation caractéristique, donc am? + bm + ¢ = 0, mais
2am 4+ b # 0, le premier membre est une fonction polynomiale de méme degré que
Q';degQ'(x) = degP =n,alorsdeg Q (x) =n+1.

Dans ce cas on ne cherchera pas le coefficients Ag car Yessm = Ce’™ = Ce™™.

iii m est une racine double de I'équation caractéristique, alors : am? + bm +c = 0 et
2am 4+ b = 0. Le premier membre est une fonction polynomiale de méme degré que
Q"(x) : deg Q" = deg P ou bien deg Q = n + 2 ,on ne cherchera pas les coefficients Ay
et Ay car Yessm = (C1x + Ca) ™ = (Cix + Cp) ™.

Considérons d’autre part les deux cas particuliers :

1. Le second membre est un polynéme: f (x) = P, (x)

La solution particuliere sera un polyndéme Q (x) :

(a) dedegrén sic #0
(b) dedegrén+1sic=0etb #0
(c) dedegrén+2sic=0etb=0

[0 Exemple 5.26 :

(a) y" + 3y — y = x? La solution est
1
y= C1cos V2x — Cysin vV2x + 5 (xz— 1)
(b) y" + 2y = x* La solution est
yzCle‘zx—ECﬁ—ixS—fx + X7 = —xT x-S
2 10 4 2 4 4 8

(c) 2y" = x?, La solution est

14
y—C1x+C2+ﬂx

2. Le second membre est de la forme : f (x) = P, (x) sinkx + Qy (x) coskx

On passe par les formules d’Euler

elkx + e ikx
COsSXx = f

ok = pmjkx (5.36)
S x = T

afin de revenir au cas précédent et le second membre devient :

f(x) = Py (x)sinkx + Qy (x) coskx
jkx _ ,—jkx jkx —jkx
— P(v) e e et +e

e

1., [P 1 . P
— kx| T Zo—jkx | _ T
2° [1+Q]+2€ [ f*Q]

= e (QjP)+ ge T (Q+jP)
= h(x)+fa(x)

avec f (x) = f1 (x).
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[l Exemple 5.27 Trouver la solution générale de I’ équation :

y" +4y = xcos2x

L’équation sans second membre est y" + 4y = 0, alors son équation caractéristique est
12 +4 = 0, ses racines sont r = +2j donc la solution générale de 'ESSM est

Yessm = A cos2x + Bsin2x.

Le second membre de I'équation complete est :

2jx —2jx
f(x) = xcos2x = e ™
2
X gy X _pi —
= Eezfx +5e ¥ = f1 (x) + f1 (x)

, - X 5
Cherchons une solution particuliere de : y" + 4y = Eezfx

Le second membre est de la forme "™ P (x), oit degP = 1et m = 2j une racine simple
de I'équation caractéristique, d'oit la forme de I'intégrale particuliere : y, = Qy (x) €%~

yp = (ax®+0bx)e”
y, = 2j(ax’+bx) e+ (2ax +b) e = (2jax’> +2 (a +jb) x + b) ¢*
yy = (8jax +2a+ 4jb — 4ax® — 4bx) e/*

Portant dans I'équation différentielle on obtient :
8jax + 2a + 4jb — 4ax? — 4bx + 4 (ax* 4 bx) = g

<= 2j (4ax — ja + 2b) :g

1
8ja = = 1 —2a 11 1
{ 2a 4 4jb =0 16 4j 2j16j 32

) 1 . -
soit Yp, = 35 (—2jx% + x) ¥~

= % (c0s2%) X + i (sin2x) x2 + j (— 32 cos 2x + ¥ sin 2x)

. 1 ) Y
Y =V = 35 (2jx% + x) e %~

= 55 (cos2x) x + 1% (sin2x) x2 + j (£ x? cos 2x — 45 x sin 2x)

1
Yo=Y +V¥Yp = 16 (XC082X+2x2 sin2x)

Notons que la solution générale de ESSM est

Yessm = A cos2x 4 Bsin2x

et finalement la solution générale de Iéquation avec second membre est :

X X2\
y= (A—I— 3—2> cos 2x + (B—|— 16> sin2x
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Cas ou Le second membre est quelconque

La méthode de variation des constantes de Lagrange , déja rencontrée dans le cas du
premier ordre, permet de trouver une solution de 1'équation avec second membre lorsqu’on
connait deux solutions linéairement indépendantes.

1
' ' cosh® x ' ,

L’équation sans second membre associée, y" —y = 0, admet pour solutions e* et e, solutions
linéairement indépendantes. Posons y = Ae™* + Be*

1 e\ 8
onaf(x)= 3 :< 5 > =
cosh” x (e¥ +e¥)
En utilisant la méthode de Lagrange, on trouve le systeme :

[l Exemple 5.28 Intégrer I'équation différentielle : y' —y =

Ale* 4+ Be ™ =0
8

Alex _ B/efx — ( . x)3
eX 4+ e~
dont la solution est
Al — ﬂ
(67236 + 1)3
—2x
B = —4673
(6729( + 1)
Alors en intégrant :
e 1
(e=2x +21) (62;‘ +1)
e ¥ 2e7* +1
B = —4/7dx =
(2417 (1)
d’oit
ex 262x + 1 e—3x

et =
(2 +1)% (e +1)? e=2* +1

La solution de I'équation complete est

Yp = —

y:Ae_"—FBe"—Fi
e~ +1

Applications

Les équations différentielles trouvent beaucoup des applications en physique, électro-
nique, mécanique, sciences économiques, sociales etc.

Dans la suite on va donner quelques applications physiques sur les équations différen-
tielles du premier et du second ordre avec des exemples numériques.

Variation de température

En portant un objet chaud de température T; dans un milieu froid de température Ty
telles que Tp < Tj, I'objet commence a se refroidir, apres certain temps la température final
de I'objet devient Tp.
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La loi de refroidissement de Newton indique que le taux de perte de température d'un
corps est proportionnel a la différence entre les températures du corps T et celle du milieu
Tp

Soit T (t) la température de 1'objet & I'instant ¢, la loi de Newton de variation de T (t) est
exprimée par une équation différentielle linéaire du premier ordre.

dT

S =k(T-T) (5:37)

ol k est une constante dépendant du matériau de 'objet, Ty la température ambiante
supposée constante.

La loi T (t) de température est la solution de 1’équation différentielle (37) .

Séparons les varaibles, 'équation devient :

dT
= kdt
T—Ty
en intégrant les deux membres
T
= [ kdt .
T / d (5.38)
on trouve
In|T—-Ty| =kt+C (5.39)

ou finalement
T (t) = A" + Ty

avec A = ¢€

[0 Exemple 5.29 La température d’une tasse du café juste préparée est 180 °F, en portant dans
une chambre de température ambiante 70 °F, la tasse se refroidir et apreés 2 minutes sa température
devient 165 °F.

1. Trouver la température du café a un instant quelconque t.

2. Déterminer l'instant t, telle la température devient 120 °F.
Solution :

1. La loi de Newton s’écrit
ar

— = k(T =70)

la solution est
T (t) = Ae + Ty = Aekt 4-70

A linstant initiale t = 0 ona 180 = Ae® +70 donc A = 110 par suite
T (t) = 110ek* 4 70

onaT =165°F at = 2min, ce qui nous permet de trouver la constante k.

165—-70 19
_ 2k 2k _ _ 7
165 = 110" + 70 <= ¢e-* = 110 »
1 19
= k= Eln (22> = —0.07330173

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 183 Dr. N. A. Assaad

laloi T (t) s’écrit donc
T (t) = 110e %973 170

2. La solution générale T (t) = Aekt + Ty nous permet de trouver t en fonction de T, Ty, A et
k on a alors
o lln T-Tp -1 In T—-70
ok A ) 00733 110
Pour T =120°F :

1, (120-70
~ 00733 110

> = 10.756 581 min.

Circuit R,L

Un circuit RL est un circuit électrique contenant une résistance (R) et une bobine, d’in-
ductance L, en série, sur lequel on applique une f.e.m V = V (t), Cherchons l'intensité i (¢)
du courant qui traverse le circuit.

FIG. 5.2 — circuit R, L

Le circuit est régit par I'équation différentielle

L% TRi=V () (5.40)

di . ) . .
ou L— est la tension au borne de la bobine et Ri est celle au borne de la résistance R. on

dt

donc une équation différentielle linéaire du premier ordre.
i
LESSM: L7 +Ri =0
En séparant les variables, on trouve :
L? = —Rdt

et I'intensité se détermine par intégration :
di
L[S =—r[at

Lin|i| = —Rt+C

donc:
out C est une constante arbitraire. Finalement on trouve

i () = kexp (-T)
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avec k = exp (£)
Pour trouver une solution particuliere de 'EASM on suppose que k = k ().

di R

B o= REL _ S —RE/L

dt L
substituant dans 1’équation complete

L (k/eRt/L _ kIZeRt/L) + Rke RYL — v (1)

ce qui nous donne
LKe RV =V (1)

K = Vét)exp (T)

k() = i/v (£) Rt/ Lt

ou bien

par suit

[1 Exemple 5.30 Calculer 'intensité du courant électrique qui traverse un circuit (R, L), sou-
mis a une f.é.m V = 12V, sachant que i (0) = 0. On donne : R = 600 Q) et L = 6 H.

Solution :
L’équation différentielle du circuit est :

di , . di ,
65 +600i = 12 ou aussi i +100i —2=0
dl di 1 dI
I;?sons I =100i =2 = Fri 100d—; et on obtient : 100 4t +I1=0
7 = —100dt = In |I| = =100t + C et I = ke~ %%, remplagons I par sa valeur :

100i — 2 = ke 199 ¢t donc :

. _ k —100¢ 2
H=10° " *100

la condition initiale i (0) = 0 nous permet de calculer k :

k 2
i(0) = 100 + 100 = 0 donc k = —2 et la solution finale s’écrit
oy L o0, 1
i) =-5¢ " 5
LOFY"
0.01
000 —F+—F+—+—F—+—+—+—+—+—"=
000 002 004 006 008 010
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Oscillateurs

Une oscillation est un mouvement ou une fluctuation périodique. Les oscillations sont
soit a amplitude constante soit amorties. Elles répondent aux mémes équations quel que
soit le domaine, généralement c’est une équation différentielle du second ordre a coefficients
constantes

En mécanique : Une oscillation est un mouvement répétitif d’'une piece mobile autour
d’un point fixe d’équilibre ( pendule, ressort, ...)

En électricité : L'oscillation dans un circuit électrique peut étre voulue, comme dans le cas
des oscillateurs, ou étre due a un défaut. Elle consiste en une variation cyclique de l'intensité
du courant électrique dans ce circuit.

Un oscillateur est un systéme manifestant une variation périodique dans le temps.

Un oscillateur libre est un systéme subissant une force qui a tendance a le ramener vers
une position d’équilibre autour duquel il oscille. C’est le cas d’un pendule oscillant sous
l'effet de la gravité.

Un oscillateur forcé est un oscillateur libre auquel on ajoute une force oscillante. Une
balancoire en est un lorsqu’on balance ses pieds afin de la faire accélérer.

Systéme ressort-masse

Considérons une masse M accrochée a ressort de raideur k (Fig. 3) capable de se déplacer
librement suivant une direction verticale. Si, a un instant initiale (+ = 0), on donne a la
masse M une force instantanée vers le bas, le ressort s’allonge d"une quantité x et il produit
une force de rappelle Fr = —kx et la masse commence a osciller autour de sa position
d’équilibre.

En négligeant les forces de frottement, d’apres le principe fondamental de la dynamique,
on écrit

M——= = —kx (5.41)

c’es une équation différentielle du second ordre a coefficients constantes.

FIG. 5.3 — ressort - masse
Cette équation s’écrit aussi :
2 =0 (5.42)
k

oulw =4/ —.
M

L’équation caractéristique est donc : > + w? = 0 dont les racines sont r1p = +jw et
alors la solution est
x (t) = Acoswt + Bsinwt (5.43)
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avec A et B sont deux constantes arbitraires ou bien on peut mettre la solution sous la forme
x () = asin (wt + @) (5.44)
ota =+A2+ B? et ¢ = arctan (B/A).

Les constantes A et B, et par suite a et ¢, se déterminent d’apres des conditions initiales.
Par exemple si on a les condtions x (0) = 1 et ' (0) = v/3w on trouve A = let B = /3

oua =2 etq):%

x(t) = coswt+V3sinwt

2sin (wt + g)

=
—~

—
~—

Circuit R,L,C

Le circuit élecrique constitué d'une résistance R, d"une induction L, et d"un condensateur
de capacité C, en série soumis a tension V (¢) a ’aide d’un générateur de tension V (¢).

F1G. 5.4 — Circuit RLC

Relativement a la charge instantanée ¢ (t) condensateur, 1’équation différentielle du cir-
cuite est :

dq  ,dq  q
Lﬁ + RE + c- \%
On écrit ’ESSM sous la forme :
dzq Rdg q
a2 Toat Tre =
ou bien :
dzq

d
ﬁ"‘lediZ‘i—qu:O

R
avecn = — etw = —

2L VLC

L’équation caractéristique associée :

A2+ 2aA + w0 =0

admet deux racines :

Mo = —at+ Va2 —w?

donc l'équation différentielle admet deux solutions particulieéres g1, = exp (A1pt) et la
solution générale est :
g (t) = Ajexp (AMt) + Az exp (Aaf)

Sélon les valeurs de « et w, les racines A, peuvent des réelles ou complexes.
La soultion particuliere de I'équation complete se détermine selon la forme de V.
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Exercices

Exercice 5.1 Montrer que les fonctions ci-dessous dépendant de constantes arbitraires satisfont
aux équations différentielles en regard :
Fonction Equation

. 1
sinx —1+ce” % ' +ycosx = = sin2x
cx+c+c? v —(1+x)y+y=0

G 1" 2/_
x+C2 y+xy—0

Exercice 5.2 Intégrer les équations différentielles a variables séparables

1. ydx —xdy =0 7. xy'Inx = 3lnx+1)y, (x > 0)
2. 1+x)ydx+(1—y)xdy =0 8. 'y = xe

3. 1+y)dx—(1—x)dy=0

4. dy+ytanxdx =0 9. —xy'y* + (1-x%) =0

5. sinycos xdx + cosysinxdy = 0 1+ 3x2

6.

y'=(1+y)e 10y

e

Exercice 5.3 On considére un récipient cylindrique de hauteur h et de rayon de base R contenant
un liquide non visqueux, le récipient est percé en bas par un petit trou circulaire rayon r.Suivant
la loi de Torricelli I'écoulement du liquide est régit par I'équation différentielle :

dv
= TkAVH =0 (E1)

Oir a l'instant t :V = V (t) est le volume de 'eau dans le récipient , y = y(t) est sa hauteur, A
est la section du trou et k une constante positive. On suppose qu’a l'instant t = 0, le récipient
était plein (y (0) = h).

1. Montrer que I'équation (Eq) s’écrit, sous la forme :

Y-ty (E2)

. r
ol = —.
R

2. Enintégrant I'équation (E;) determiner la variation de hauteur du liquide y (t) .
3. A quelle instant le récipient devient vide ?

Applications numériques :
h = 250 cm R =40cm r=1cm k=26cm!/2.s71

Exercice 5.4 A l'instant t = 0 on lance, vers le haut, un objet de masse m avec une vitesse
initiale vg.

Durant son mouvement ['objet est soumis a son poids p = mg et a la résistance de I'aire
R = kv?oi g est l'accélération du pésanteur et k est une constante positive.

Calcul différentiel et intégral MVAO005



Le Cnam-Liban 188 Dr. N. A. Assaad

D’apres la deuxieme loi de Newton le mouvement est décrivé par I'équation différentielle :

dv 2
mE = —mg — kv (E)

1. Déterminer la loi de vitesse v = v (t).
2. Applications numériques :
m=02kg k=4x10%kg/m ¢=10m/s* ©vy=28m/s

Exercice 5.5 Intégrer les équations homogenes
1. (y—x)dx+ (y+x)dy

2. xy —y = /x2+y?

3' xyzy/ — x3 +y3

Exercice 5.6 Intégrer les équations différentielles linéaires

Ly+y=e 4.y,_27y:(1+x)3
2. y'cosx+ysinx =1

3. xy' +ny = ax" 6. xy =ay+x+1

Exercice 5.7 Une boule de glace G de masse variable M = M (t) ,tombe en chute suivant la
verticale Oz.Parsuite de la fusion, la masse de boule varie suivant la loi M (t) = m — at, oit
m est la masse initiale et a est une constante positive. On suppose que la résistance de I'air est

proportionnelle i la vitesse de I'objet : f = kv. ot v = d—i

La deuxieme loi de Newton s’écrit suivant 'axe Oz :

d(iz\;lv) ~ Mg f

1. On admet k = 3a.Montrer que la vitesse de G vérifie I"équation différentielle :

d£+ 2a
dt  m —at

v=g (E)

Resoudre I'équation (E) et déterminer la loi générale de la vitesse v = v (t).
Déterminer la solution particuliere telle que v (0) = vy = 0.

Déduire I'expression de I'élongation z = z (t) telle que z (0) = 0.

Gk

Déterminer l'instant t = t1oil la masse devient la moitié de la masse initiale, calculer i cet
instant la vitesse et la distance parcourue

6. Déterminer 'instant t = t, oit la fusion est complete (M = 0), calculer a cet instant la
vitesse et la distance parcourue.
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Exercice 5.8 Intégrer les équations de Bernoulli
1. =y (1—x%) —xy—xy*> =0
2. 3% —ay’ —x—1=0

Exercice 5.9 On donne I'équation différentielle
xy +y = (xy)*? (E)

1. En utilisant un changement de variable convenable, transformer cette équation en une
équation différentielle linéaire que I'on va noter (F)

2. Résoudre I'équation (F) et déduire la solution générale de (E)

Exercice 5.10 Intégrer les équations différentielles du deuxieme ordre

1. (1-x3)y"—xy' =0 8 y'—4y' +3y=6x+1

2.y —4y=0 9. ¥ +2y' +2y = 2x —sinx

3. y"+6y +20y=0 10. y" +2y' +3y = e " cosx

4. y/l+3y/_4yzo 11. y//_y/_zy:eZX

5.9 —4y +2y =4 12. y" =2y + (1 4+ m?) y = (1 +4m?) cos mx
6. y' =2y +y=¢ 13. ' +y — 6y = 2¢3*

7. y"+y = cos3x 14. y' =3y +2y = (1 —2x) "

Exercice 5.11 Considerons I'équation différentielle :
y" cosx +y'sinx = ycos® x (E1)

En posant t = sinx, ramener I'équation (E1) a une équation a coefficients constants et
U'intégrer.

Exercice 5.12 Soient a et b deux nombres réels et n un entier naturel; n # 1.
On considere I'équation différentielle suivante :

y =ay+by" (E)

On se propose dans cet exercice de rechercher les solutions strictement positifs de (E) dans R .

1. On pose sur R : z = y'~". Déterminer une équation différentielle satifaite par z et la
résoudre

2. En déduire les solutions strictement positfs de (E) sur R

3. Quedonnelecasn =07
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Exercice 5.13 La température instantanée 0 (t) d’'un objet vérifie la loi de Newton

o

o =k(T—0) (E)

ot T est la température ambiante et k une constante. Le temps t est exprimé en minutes

1. Résoudre I'équation (E) pour déterminer la température instantanée 6 (t) . Sachant qu’un
objet a la température initiale 8y = 70 °C est placé dans une salle ot la température am-
biante est T = 20 °C, déterminer une solution particuliere.

2. Exprimer la constante k en fonction de 0 et t.

3. Calculer la valeur numérique de la constante k sachant que la température de I’objet de-
vient 50 °C apreés 2 min.

4. A quel instant la température devient 25 °C.

Exercice 5.14 On considere un circuit R, L augquel on applique une f.e.m e(t) ; pour t > 0
1. Ecrire I'équation différentielle (D) qui régit le circuit
2. Déterminer 'intensité du courant i (t) vérifiant I'équation (D) sie (t) = 2

3. Résoudre I'équation (D) dans le cas oii e (t) = asinwt oii a et w sont constantes

Exercice 5.15 On considere I'équation différentielle
2xy' +y=3x+1 (E1)

1. Déterminer une solution particuliere de (Eq) de la forme y1(x) = ax + b.

2. Donner la solution générale de I'équation homogeéne :
2xy' +y=0 (H)

sur chacun des intervalles | —o0,0[ et ]0, +o0]

3. Déduire de ce qui précede la solution générale de I'équation (Eq) sur chacun des intervalles
J =0, 0 et ]0, +oof

Exercice 5.16 Le mouvement d'une masse ponctuelle m sous I'action d’une force F est définie
par I'équation différentielle
mx" +kx' +Bx=F (E2)
1. Déterminer l'expression générale de I'élongation x = x (t) si F =constante
2. Pour le mouvement harmonique k = 0. Résoudre (E2) avec F = msin t.

3. Résoudre (E2) sim =1, =2 etk =2et F = msint

Exercice 5.17 Un objet de masse m, initialement au repos, tombe en chute dont la résistance de
Uair est proportionnelle a la vitesse de I’objet. Si x (t) est la distance traversée, alors sa vitesse est
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v =x'(t) et a = v (t) son accéleration. Si on désigne par g 'accéleration de pesenteur alors
I'objet est soumis a la force : mg — kv,o011 k est une constante positive. La deuxiéme loi de Newton
nous donne alors

dv
mo = mg — kv

kt
1. Résoudre cet équation et montrer que v = % <1 —exp <_m>>

2. Quelle est la vitesse limite de I'objet

3. Trouver la distance traversée apreés t secondes

Exercice 5.18 Le mouvement oscillatoire du point M mobile sur I'axe x'Ox,sous l'action d'une
force F (t) est définie par I'équation différentielle :

X" +2ax' + (a—2)*x = F(t)
oit x = x (t) et x' = v (t) la vitesse et a est un parametre; a > 0.

1. Etudier le mouvement si F (t) = 0 dans les deux cas suivants

(@) a=0,x(0) =1etv(0) =23.
(b) Trouver I'amplitude et la période.

(c) a=x(0)=v(0)=1

2. Quelle est la solution sia = 1et F (t) = e

Exercice 5.19 On considere I'équation différentielle du second ordre (E) suivante :

2y’ —2xy +2y = x*Inx x>0 (E)
oty = y(x)
1. On pose x = é".
ey = Wy Y : / /
(a) Exprimer y'(t) = o et puis y' (t) = 7 en fonction de x, y'(x) et de x,y'(x), et

y" (x) respectivement.

(b) Montrer que (E) est équivalente a I'équation.
y'(H) =3y (1) +2y = te* (F)

2. Donner la solution générale de I'équation (F).

3. Déduire la solution particuliere de (E) dont la courbe intégrale passe par le point (1,0) et
telle que y' (1) = 1.
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Chapitre 6

Suites et Séries numériques

Otre vie quotidienne est fortement basée sur la transmission de I'information. On
demande une grande quantité d’information, a grande vitesse de transmission
et de trés bonne qualité, etc. En considérant tous ces demandes les physiciens
ont invités le développement de domaines scientifiques et techniques conve-

nables : Le traitement numérique du signal. Les signaux qui représentent les informations,
en premiére approximation, sont transformés en une suite des signaux élémentaires et leur
somme constitue une série des signaux.

Bien que les notions de suite et de série sont trés anciennes mais elles trouvent des bonnes
applications comme modeles mathématiques dans notre technique moderne et en particu-
lier la série de Fourier.

L’objectif du présent chapitre est de définir les séries et ses propriétés et d’étudier en
particuliers, mais en bref deux types de séries : Série de Taylor et série de Fourier

Suite numérique

Considérons une tige de longueur Lo, et la découpons en deux parties égales, la longueur
de chaque partie est donc Ly/2. Si on découpe une partie en deux les longueurs seront Ly /4
, En continueant a découper une partie en deux on obtient donc les longueurs Lo, L1 = Lo/2,
12 =1Ly/4=1Ly/2%...,L, = Ly/2". L'ensemble des longueurs obtenues (L,) est une suite .

Lo

L1
Lo

L3

- L,

On appelle suite tout ensemble ordonné des objets. En mathématiques ces objets peuvent
étre des nombres on a alors une suite numérique, s’il s’agit des fonctions la suite est une
suite des fonctions.

Définition 6.1 On appelle suite numérique, toute application qui fait associer a un entier naturel

n un nombre réel a, = a(n), d'une facon qu’a chaque valeur de n on peut calculer la valeur
correspondante de ay,.
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La suite numérique est une fonction de ’entier naturel n dont le domaine de définition
est I'ensemble des entiers naturels tels que n > ng.ol1 ng est un entier donné.
Les nombres a1, a3, a3, ..., a, sont les termes de la suite. On distingue le premier terme et

a, = a(n) est le terme général de la suite

O Exemple 6.1 :

1
anzz—n,onaneN.

. 1
ag = 1 est le premier terme, a1 = 5
n
bl’l = m n e {2,3,4,...,}
by = 2 est le premier terme, bz :%
—1)"(n—-1
= VO
u 0,u 1 Uz = _E u %
1 - 7 2_ 2/ 3_ 3/ 4_ 4

;2

Ib4

anllo [ J
0.5 °
°
°
°
0 5
1
an — 27
Un A
1.0 . o e ° ° ®
1 °
0.5 °
0.0 T*
1 5 10 15
-0.5
°
[
10 ® o o o o o

L]
°"Ooocooooooooooooool
10 20 %0
n
b, =
n n—1
[ ]
L
°
L
o
]
L
2 4 6 8 10
Up =1

Limite d"une suite. Convergence et divergence

En étudiant une suite numérique, une question évidente mais importante se pose : que-
ce qu’il passe si on augmente la valeur de n indéfiniment?. En fait, c’est une question de

limite. On distingue deux cas :

— Sila limite a I'infini est une valeur finie, on dit que la suite est convergente.
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— Autrement la suite est dite divergente.

Dans l'exemple précédent on remarque que les termes de la suite a,, se rapprochent de
zéro en augmentant n. La suite b, est plus proche de 1 autant que n est grand

Ces deux suites sont dites convergentes

Les termes de la suite u, oscillent entre 41 et —1.Les valeurs de la suite v, augmente
avec n, alors u, et v, divergent

Définition 6.2 On appelle limite d’une suite numérique a,, le réel A tel que : quelque soit le
nombre infiniment petit donné e, il existe un entier N tel que pour toutn > Nona |a, — A| < g,
on note :

Ve>0,dANeN;n>N=l|a,— Al <e (6.1)
A=lima, ou a, — A (6.2)
n—oo n—oo

L'inégalité |a, — A| < € s’écrit: A —e < a, < A +¢, ce qui implique, que pour n grand,
a, est dans le voisinage de A, et il existe un nombre entier N tel que tous les termes a,, qui
ontn > N se trouvent dans l'intervalle |A — ¢, A + ¢[, alors seul un nombre fini de termes
ai,a,as,...,ay peut étre a I'extérieur de l'intervalle. Par suite, on aura une suite stationnaire
dont les termes sont toutes égales a A et la limite est égale a A.

0 Exemple 6.2 :

, . 1
Considérons la suite a,, = %
. on+1 . 1 , ) .
lim e lim 1+E = 1 c’est une suite convergente de limite A = 1
n—oo n—oo
1 1 1 1
|an—1|:n+ —1’:‘1+—1':<e:>n>N:
n n n e

En générale N dépend de e.
Sur le graphe suivant, on a pour N = 10 : ¢ = 0.1,et tous les termes de la suite a, tels que
n > 10 se trouve entre les droitesy = 1.1et y = 1.

y 2.0-‘*

151+¢

O 9 O 0 O 0 O

1.0

—t 11—
24681012141618202224n

Pour trouver la limite d'une suite il faut travailler comme dans le calcul de la limite
d’une fonction a une variable réelle, mais fait attention que la variable dans ce cas est
un entier naturel.

Théoréme 6.1 Si lim f (x) = L alors il en est de méme f (n) : lim f (n) =L

X—00 n—odo
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0 Exemple 6.3 :

Soitf(x):x+1 etan:nj;l = f(n)

£(x), f(n) , oA

0.5

0.0 — Pttt
0 7 10
X, N
. x+1 oo . R , oo
ona J}grolo f(x)= ;er.}o T o Appliquons la regle d’Hospital :
fim * T Lo L
x—oo @ x—o0 ¥ o0
Alors  lim nl =0
n—oo e

Remarque 6.1
Fa réciproque du théoreme précédent est fausse.

[0 Exemple 6.4 Considérons la suite a, = f (n) = cos (27tn) puisque n est un entier naturel
alors cos (2n7t) = 1 Vn. donc c’est une suite convergente dont la limite est 1

y 10 ° [ ] L[] ° L] L] L] o ° L]

0.5

0.0 +——+— + + +
0 2 4 6 8 10

graphe de cos (2n) graphe de cos (27tx)

La fonction f (x) = cos (27tx) fait des oscillations entre les valeurs (—1) et (41) sa limite
n’existe pas.

Théoréme 6.2 Si a, est une suite convergente de limite L et f (x) une fonction continue au
point x = L alors lim f (a,) = f (L)
n—oo
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. . 1 .1
[l Exemple 6.5 Soit la suite a, = —,ona: lim — =0
n n—oo 11

et soit f (x) = 2*,c’est une fonction continue au point x =0

lim f (a,) = lim (21/7) =20 = £ (0) = 1.

Théoremes généraux sur la limite

Théoreme 6.3 La condition nécessaire et suffisante de convergence d'une suite a, c’est que pour

tout e > 0 il existe N tel que pour tout n > N et tout m > N ona |a, — ay| < e.

Toute suite qui satisfait cette condition est dite suite de Cauchy.

Théoreme 6.4 (Unicité de la limite) La limite d’une suite convergente est unique, c’est-i-

dire une suite numérique convergente ne peut avoir deux limites distinctes.

Démonstration :

Soit a,, une suite numérique convergente et A la limite de a,,donc lim a4, = A.Sia, a

n—oo

une autre limite B alors aon aussi lim a, = B par suite :
n—oo

A—B = lima, — lima, = lim (a4, —a,) =0=— A =B
n—oo n—oo

n—o00

si o et B sont deux nombres constants finis, alors :

1. Lasuite [xa, + Bby] est une suite convergente et
lim (aa, + Bb,) = « lim a, + B lim b, = A + BB
n—o0 n—oo n—oo

En particulier
lim (a, +b,) = lim a, + lim b, = A+ B
n—00 n—oo

n—oo
lim (a, —b,) = lima, — lim b, = A—B
n—oo n—oo n—oo

2. La suite [a, X by| est convergente et

r}gr(}o(an X by) = (r}grc}oan) X (r}grc}obn) =AXB
3. La suite [a"] est convergente et

by
tim () = o _ A
n—oo \ by lim b, B

n—o00

Calcul différentiel et intégral

(6.3)

Théoreme 6.5 Si ay, et b, sont deux suites convergentes et lim a, = Aet lim b, = B # Oet

n—oo n—oo

(6.4)

(6.5)

(6.6)

(6.7)
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Théoreme 6.6 Si [a,];_, et [bu];

n=n n=n

convergente vers L.

. . sinn i
[0 Exemple 6.6 Considérons la suite c,, = 2 elle est définie pour n > 1: [

Graphe de Sinnz”

Dr. N. A. Assaad

, sont deux suites convergentes vers la méme limite L. S'il

existe un entier ny > no telque pour tout n > ny : a, < ¢, < by alors la suite [c,] , est aussi

(o]
:| n=1

Le graphe de cette suite montre qu’elle est convergente et sa limite est L = 0. Mais on ne peut pas

calculer la limite de cette suite par les méthodes déja notées.
Ona:-1<sinn<+4+1VnelN

" 1
Divisons par n2,0n trouve : -—— < —
n n

sinn 1
<+

.1 .1 . sinn
Remarquons que lim — = lim — =0 donc lim —
n—oo 1 n—oo n n—oo 1M

Définition par récurrence

Une suite numérique peut aussi étre définie par une relation entre des termes succes-
sifs, connaissant le premier terme ( ou parfois quelques premiers termes). Cette relation de
réccurence nous permet de calculer un terme de la suite a partir des termes précédents par

exemple :
Ayy1 =, +6; ap =0
api1=vVk+a,;a1=1etk>0

1 x
g1 = > <an—i— an> ,a1 >0
Notons que le calcul de la limite n’est pas toujours évident
—ay1 =vVk+a,;a1=1letk >0
Si ,}ij{}oa” = /¢ > 0 alors ;}E{}oa”“ =/
soitd = Vk+ 0= ?=k+/{

onaura: 2 — /¢ —k=0

1 1+4
Le discriminant A = 1+ 4k = /¢ = +\/2+7k

Sik=12onaf =4

1 x
—an+1:2<an+a>,a]>0,0{>0

n
Si lim a, = L > 0alors lim a,,,1 =L
n—0o0

n—oo
1 o L2 +w ’ )
L—E(L Z)_ =2 =P a—L=1&

Calcul différentiel et intégral
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Suites bornées

o Une suite numérique est dite majorée s’il existe un nombre fini M tel que Vrn:a, <M
o Une suite numérique est dite minorée s’il existe un nombre fini m tel que Vn a, > m

o Une suite numérique est dite bornée si elle est a la fois minorée et majorée c’est-a-dire V
n.m<a, <M.

Dans ce cas tous les termes de la suite sont dans 'intervalle [m, M|, par exemple les termes
n+1

de la suite sont dans l'intervalle [1,2] V n.

Parfois on utilise une autre définition de suite bornée : Une suite est dite bornée s’il existe
un nombre K tel que |a,| < K

La suite [a,] estbornée <= 3K >0;Vn, |a,] <K (6.8)
et pour la suite non bornée

La suite [a,] estnonbornée <= VK >0;3n, |a,| > K (6.9)

[l Exemple 6.7 La suite [2"] est non bornée. En effet pour tout K > 0, il existe n tel que 2" > K
c’est-a-dire n > log, K.

let6

5e+5

Théoreme 6.7 Toute suite convergente est une suite bornée.

Ce théoreme implique pour qu’une suite soit convergente il est nécessaire, mais n’est pas
suffisante, qu’elle soit bornée.

Suite monotone

Une suite [a,] est dites :

1. Croissantesia; < ap <az < --- <a, < a,41 c'est une suite minorée, si elle est de plus
majorée elle sera donc bornée.
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2. Décroissante si a; > a; > a3 > --- > a, > a,41 C'est une suite majorée, si elle est de
plus minorée elle sera donc bornée.

3. Monotone croissante sia; < ay < a3 < -+ < dy < dy41.

4. Monotone décroisante sia; > ap > az--- > a, > ay41.

Toute suite monotone et bornée a une limite.

1

1 1
OE le 6.8 La suite — est tone décroisante : 1 > — > — > — > ..
xemple a suite — est monotone décroisante > 1 > 9 > 16 >

Quelques limites usuelles

Dans la suite on va donner, et démontrer les valeurs de limites de certaines suites numé-
riques fréquemment utilisées dans les exercices :

1 lim ™7 _ g

n—oo M

La forme est g donc on peut appliquer le théoreme d’Hospital :

Inn 1/711_, 1

lim — = lim lim — =0
n—eo mn n—00 l n—oo N1
[ ]
0.3
[ )
02T *
[ ]
°
0.1 ®%esse
....."°'000000.oo.oooooooooooooo.oo.
0.0 +————————————————————
0O 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200n
Inn /n
2. lim ¢/n=1
n—oo

1
Soit a, = {/n = n'/",alors In (a,) = - Inn

. .. Inn o o
mais lim — = 0 c’est-a-dire lim In (a,) = 0 par suite lim a4, =1
n—oo

n—oo M n—00
[J
14T e
137 e,
1.2 ‘-...
oo
1.1 ..""'0o.oocooooooooooooooo-ooooooo
1.0 B ——————

0 10 20 30 40 65 60 70 8 90 100n

Vn
3. lim x/" =1 (x > 0)
n—oo

1
Posons a, = x!/" = In (a,) = ~Inx

. 1 ) 1 .
Pour x fixé Inx est constante,et — — 0sin — oo donc —Inx — 0sin — o
n n

xi/n = a, = eman _, o0 — 1
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20T
15 °
°
1.0 ......‘.".......OIDQOOQOQDOO
0.5 t } t } t ——
0 10 20 30

n

21/11

. . . 1
4. lim x" =0 si|x|<1:¢e/" - 1sin— oo car — — 0
n

n—oo

Mais |x| < 1 alors il existe un entier N tel que e'/N > ||

Autrement : |xN| = x|V < &= lim x" =0
n—oo
0.010 .
0.005
L]
L]
0.000
0 4 6 8 10 12 14 16 18 20

3—1n
5. lim <1 + %)n =e*

n—oo

In(1+4x/n)

Soitan:(1+%>n:>ln(an):nln<1+%>: 1/n

lim In (a,) = lim In{+x/n)

Nn—o0 n—o0 1/n

regle d’'Hospital

5 (1 +1x/n> <_%> I x
— lim i

: . lim In(a

hm ]_n (ﬂn> = X —> hm a, = er—® ( ") — ex

n—0 n—00
28T

e oo occsoccecceoco o e
26T .Ooo.c""°
2.4'__' .
221 °
20T* } } } } : -
0 5 10 15 20 25 30n

(1+1/n)"

xi’l
6. Vx ona lim — =0

n—oo 11!
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Séries numériques : Définitions

Considérons un rectangle d’aire A = 1.En découpant le rectangle au moitié on obtient
deux rectangles chacun d’aire 1/2,découpons un de demi rectangles obtenus au moitié on
aura deux rectangles d’aires 1/4, en continuant, n fois, a diviser un de demi rectangles en

11 1

1
d btient d tangles d’ = s t
eux on obtient des rectangles d’aires T

M

/32

18

vi6
172

14

FIG. 6.1 — Le rectangle divisé au moitié n fois

C’est-a-dire, si on fait augmenter indéfiniment le nombre des rectangles, on obtient une

. . 117

suite des rectangles d’aires : a,, = | - .
7 . e wge 2 n=1 . 21, .

L’aire du rectangle initial est la somme des aires élémentaires a,, :

(o] [ee] 1
prnd a —_
L= Loy
n=1 =
La somme ainsi définie est une série des termes a,,.

Définition 6.3 On appelle série de terme générale uy, la suite (S, ) des sommes partielles
n
Su=) ux (6.10)
k=0

O

1. Les premiers termes de la série sont : So = 1o, S = ug +u; = So+uy, Sy =
ug+ur+---+u, =S,.1+ uy.

2. la série peut étre définie sur IN ou a partir d"un rang ny

La quantité :

S=1limS§S, = l1m Zuk Zuk (6.11)

n—o0
k=0

n’est pas une somme au sens direct du mot mais c’est la limite, si elle existe, de la suite
des sommes partielles.

Si telle limite existe et elle est finie, on dit que la série est convergente, dans le cas contraire
la série est divergente.
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= 1
0 . ] g1 Srique : —
Exemple 6.9 Estimer la convergence de la série numérique k; K1)
n 1 no 1 1
Soluti B —_ = -
OHIHON < on k§1k(k+1) ;32:1 (k —|—1)
—@-D+G-DHG-D G- D+ G-
1
=l-un
© 1 _ 7 1y _
kglk(k—H) = lim (1-7) =1
Série géométrique
Définition 6.4 On appelle série géométrique toute série de la forme
|:| Su=a+aq+ag*+---+aq"+--- =) aq"

n=0

avec a et q sont deux réels fixes. a # 0 est le premier terme et q s’appelle la raison de la série,
elle peut étre positive ou négative.

ad 1 1
xemple 6.10 S %(211) a=149=7

o (B mn g

n=0

Somme partielle de la série géométrique

Soit a calculer la somme partielle S, = a + aq + ag® + - - - + aq" d’une série géométrique

etg # 1.
Si on fait multiplier S, par g on trouve : gS, = aq + ag* + ag® + - - - + ag"*!
Calculons par suite la différence S, — ¢Sy, :

Sp—qSp=(a+ag+---+aq") — (ag+---+aq" + ag"™') = a — ag" ™!
— (1-¢)Sy =a(1—q"") dou:

(6.12)
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- Si|g| < 1alors ¢"*! — 0 quand n — o et la série est convergente :

[ee]

: . n__ a
fisu= Toar' = 2

(6.13)

— Si|g| > 1alors ¢"*! — co quand n — oo et la série est divergente.

1) 1 1
O Exemple 6.11 S = ng%) <2n> = m =2

L) Exemple 6.12 Considérons le nombre : 3.3333333....
On peut écrire ce nombre sous la forme d'une série géométique telle que a = 3 et ¢ = 0.1, en

effet :
3.3333333 = 3 4 0.3 + 0.03 + 0.003 + 0.0003 + ...
=3+43x(01)+3x (0.1)*4---+3x (0.1)" +---
3 3 10

1-01 9 3

Théorémes généraux

Théoreme 6.8 Pour que ) u, converge il est nécessaire que lim u,, = 0.
n>0 n—o0

cette condition est nécessaire mais elle n’est pas suffisante.

Démonstration :
n

Supposons que la série S, = ) uy est convergente donc lim S, = S ot S est un nombre
k=0 =00
fini et fixe ; mais on a aussi
lim S,,_1 = S car n et (n — 1) tendent vers l'infini en méme temps, par suite

n—oo

lim S, —limS, 1=5S-5=0
n—oo n—oo
n n—1
= lim (Sn - Sn—l) = lim (Zuk - 2 Mk)
n—ee 1m0 \k=0 k=0
:;}ggo[(uo+---+un_1+un)— (o + -+ +up_1)] = lim u,.

La réciproque de ce théoréeme n’est pas vraie

w1 . 1
par exemple la série Z — est divergente méme que P 0 quand n — oo
n=1
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Théoréeme 6.9 Si lim u, # 0 alors la série Zun est divergente
n—oo n:1

O Exemple 6.13 La série Z
k=1

k
Enejfet:kli_r)?oak:kli_r)rolomzl#o

] est divergente

Théoreme 6.10 (Condition de Cauchy) La série S = Z u, converge si et seulement si la
=0

n
suite S, des sommes partielles est une suite de Cauchy c.a.d

|:| Ve>0,3N(e):Vp,qg>N(e) =[S, — 54| < ¢ (6.14)

cette condition est alors nécessaire et suffisante.

n
Théoreme 6.11 Si S, = Y. uy est une série a termes positifs et sion a S, < M, avec M
k=0

(o]
indépendant de n alors ) u, converge.
n>0
C’est une condition nécessaire et suffisante de convergence.

Test de convergence

Lorsque nous étudions une série (S, ), 'une des questions fondamentales est celle de la
convergence ou de la divergence de cette série.

Si une série converge, son terme général u,, tend vers zéro lorsque 7 tend vers I'infini. Ce
critere est nécessaire mais non suffisant pour établir la convergence d'une série.

Par contre, si ce critere n’est pas rempli, on est absolument stir que la série ne converge
pas (donc elle diverge!).

Des méthodes sont proposées pour approfondir le critere de convergence

Théoréme 6.12 (test et comparaison de 'intégrale) Soit f(x) une fonction continue et mo-

[e 9}
notone décroissante si x — ~+oo ,alors: Y. f(n) et [ f(x)dx sont de méme nature.
n>N N

[l Exemple 6.14 Etudier la convergence de la série: ), ——
n=0 1+n
. . 1 , ,
On considere la fonction f (x) = —— c’est une fonction continue V x € R

1+ x2
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f(n) ;o

$

0571 °

00+F—+F+—+T1-2 9 9 4 a4 0404040 ¢ o ¢

d 2
af _ _7x2 < 0 pour x > 0 donc f (x) est monotone décroissante ¥/ x € Rt
dx (x2+1)

o0 ®  dx w 7T
‘Ol‘f(X)dx:‘!m:arCtanx’o :E
[ f (x) dx est convergente donc la série Y. 1 est convergente
0 n=0

Théoreme 6.13 (Séries de comparaison de Riemann) :

© 1
La série ) —x converge sia > 1 etdivergesia < 1.
n=1

Démonstration :

. . 1 . .
Considérons la fonction f (x) = —, elle est continue et monotone décroissante pour
x
(o]

. . dx
x > 1, et étudions la nature de l'intégrale f pr
1

‘”dx X x—a+1 X ) X;a+1 1
= f = lim —
1x“ S X—>oo —a+1| C X—w—a+1 11—«

— Sia>1lalors—a+1<0etX %! —0 quand X — o0

o0
dx 1 convergente
— = : Vs
x a—1 &

1
~Sia <ldonc—a+1>0etX * — 0 quand X —

dx .
- / — est divergent
x(X
1

Théoréme 6.14 (Comparaison des séries) Soient deux séries Y _ uy et Y _ v,. Sil'on a pour
. . n>0 n>0
n > N l'inégalité u, < vy, alors :

- Z vy, diverge si Z u, diverge

n>0 n>0
— Z Uy converge si Z (% converge
n>0 n>0
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> 1
D Exemple 6.15 S — rlX::l m
1

1
4 4
onan*<n*+7n— — > ——+—
nt " nt4+7n

[ee]

Or la série S’ = Z;l pory est convergente d’apres le test de Riemann
n=

et puisque S’ > S donc S est convergente

. P . (4
Théoréme 6.15 (Equivalence des séries) Si lim u—” = A # Oalors Y _uy et Y vy, sont
h—ee Un n>0 n>0
de méme nature (toutes deux divergentes ou toutes deux convergentes).

(o) 1 o0
0 Exemple 6.16 Etudions la convergence de la série S = —_ = ay.
P ? Lo~ L
. 1 d ) .
Comparons avec la série : V = E — = Z by qui est une série convergente.
n=1 n=1
3
ay n
lim — = lim 3
n—oo by, n—oo 1o — bn
3
n
=lim ———————=Ilm ——— =1

n—oon3 (1 —5n"2) n—eo (1—5n72)

on déduit que S est convergente.

Théoréme 6.16 (Régle de Cauchy) Soit lasérie S, = Y | u, Supposons que /i, a une limite
n>0
finie pour n — oo telle que

Iim /u, = /¢
n—oo
Alors :
— Sy, converge si £ < 1
— elle divergesi ¢ > 1
— Si{ =1 on ne peut rien dire.

O Exemple 6.17 :
[ee) 1’1—1 n
S —
HZ: <2n+6>

1/n
. 1/n_ n—1 "
dim () = <(2n+6> )

lim n—1 1
_nﬂoo2n+6 2

=1 (57

> est convergente.
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Théoreme 6.17 (Régle de D’Alembert) Supposons que lim Uit
n

= g alors : avec a nouveau
—00 ui’l

les mémes considérations que pour la régle de Cauchy :

— Sig < 1lasérie Zun converge.
n>0

— Siq > 1lasérie ) uy, diverge.
n>0

— Siq =1 Rien a dire.

(o] _1 n
0 Exemple 6.18 S = Z ( 7)1 !
n=1

2
1
w1 2n
Mm = =] = i ot (—1)"n
-1 1 1
= lim Y+l = = < 1 == la série est convergente
n—oo 2n 2

Séries alternées

Définition 6.5 Une série est dite alternée si le produit : (u,41) (1) est négatif pour tout n

Théoreme 6.18 (de Leibniz) Soit u, une série alternée telle que :

1) |uy,| est monotone décroissante,

ii) limu, = 0.

n—oo
alors elle converge et son reste r,, = Z ug est majoré par |uy| : |ry] < |uy|.
k=n
Représentation des fonctions en série

Dans la suite de ce chapitre on va étudier quelques types des séries utiles pour I’approxi-
mation de certaines fonctions, en particulier la série de Taylor .

La série de Fourier sera en particulier traitée dans un autre chapitre

Il s’agit des séries de fonctions dont les termes ne sont plus des nombres mais des fonc-
tions de la variable indépendante x ou t,etc.

Une suite des fonctions est une suite de la forme f,, (x) = f (1,x) avec n est un entier
naturel et x une variable réelle dans le domaine de définition de la fonction f.

1
Par exemple la suite f,, (x) = sin <x + n> est une suite des fonctions :

fi(x) =sin(x+1), fo(x) =sin <x+;>
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gn (f) = sinnwt : g1 (t) = sinwt, g (t) = sin2wt,..., g0 (t) = sin20wit, ...
n

La série des fonction est de la forme S, = ) _ fi (x)
k=1
Par exemple :

o 1 . . 1 : 1
Sn = Zsm<x+k> —s1n(x—|—1)+s1n<x+2> —|—---+s1n<x—i—n>

k=1

n
V, =) sin (kwt) = sinwt + sin 2wt + sin3wt + - - - + sin nwt
=1

Il est évident que la limite dans ce cas, si elle existe, est une fonction :

n—oo

1
Par exemple : lim sin <x + n> =sinx

Série de puissance

C’est une série de la forme :

S = i ay (x —a)" (6.15)
n=0

ol a est une constante donnée, et a,, sont généralement les termes d’une suite numé-
rique.

Considérons le cas otta,, = 1 Vn.

Remarquons que pour chaque valeur fixe de x la série (S) est une série géométrique. En
effet, supposons que x est fixée et poura, =1lona:

S=Y (x-a) =1+ (x—a)+ (x—a) ot (x—a) - (6.16)
n=0

Le premier terme est 1 et la raison ¢ = (x — a) donc la somme est :

5 1—g"t 1—(x—a)”+1

= 6.17
1—¢q 1—(x—a) (617)
Cette série se converge si |q| = |[x —a| < 1 c’est-a-dire poura —1 < x < a + 1, dans ce
casona:
o9} " 1
- e 6.18
Z (x—a) 14+a—x (6.18)

n=0

Pour les valeurs de x telles que |x — a| > 1 la série se diverge.

Remarque 6.2

D’une fagon générale la série de puissance se converge si |[x —a| < r, la constante r
s’appelle rayon de convergence.

[e0]
Théoréme 6.19 Pour n'importe quelle série de puissance donnée Y a, (x —a)", trois cas pos-
n=0
sibles :
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1. La série se converge ¥ x € R alors le rayon de convergence est r = co.
2. La série se converge seulement si x = a , le rayon de convergence est r = 0.

3. La série se converge si |x —a| < r et se diverge pour |x —a| > r avec 0 < r < co.

N
[ Exemple 6.19 Considérons la série Y (x —1)"
=0

n=
Elle est convergente si |x —1| < 1 c’est-a-dire si 0 < x < 2 le rayon de convergence est
r=1

N 1
lim Y} (x—l)":2

N—oo ;—0 — X

avec 0<x<?2

Sur la figure 2 on représente la fonction f(x) =
Pi(x)=1+(x—1)=x
P(x)=1+(x—1)+(x—-1)*=x2—x+1

(x = 1)" = x° —dx* + 7x% — 6x% + 3x

tl lyno :
% et les polyndmes

(x —1)" =1 — 4x + 16x% — 34x> + 46x* — 40x° + 22x% — 7x7 + &8

Série de Taylor

Les séries de Taylor représentent un des outils de base pour calculer les fonctions & une
ou plusieurs variables. Elles permettent de plus de faire I’analyse fine des fonctions.

Définition 6.6 La série de Taylor est une série de puissance associée a la fonction f (x) indéfini-
ment dérivable dans un intervalle I telle que le polynome

[]

P(x) = fAk(x—a)k
k=0

vérifie la propriété suivante :
damp o danf
ax™| _, -~ dxm

c’est-a-dire : P (a) = f (a), P’ (a) = f' (a),P" (a) = f" (a), ...

X=a

Le probleme donc c’est de trouver les coefficients Ag.
Considérons une fonction f (x) dérivable jusqu’a l'ordre (n + 1) dans un intervalle I.
Soit a chercher un polynéme P (x) de degré n tel que au pointa € Tona P (a) = f (a),

P’ (a) = f'(a),P" (a) = f" (a) etc.
Soit P (x) = f Ar(x—a)f =Ag+ Ay (x—a)+ Ay (x —a)* + .+ Ay (x —a)".
Calculons leskagrivées, jusqu’al’ordre n de P (x) :
P'(x) = Ay +2A5 (x —a) +3A3 (x —a)* + ...+ nA, (x —a)"!
P (x) =2Ay+23A3(x —a) +..+n(n—1)A, (x —a)" 2
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:P(n) (x)=nn—-1)(n—-2)(n—-3)---2.1.A,
Pour x = a on aura:
F (@) =PW (@) =n(n—1)(n—2) - 21.A, = (n!) A, = A, = £ (a)

n!
Alors :

/ 1" (n)
P@=f@+ L0 a0t L0y Ll )

La série de Taylor est une représentation approximative de la fonction f (x), par suite il
existe une certaine erreur lors de cette approximation.
Soit R, (x) la différence entre P (x) et f (x) alors:

f(x) =P (x) + Rn () (6.20)
Le reste R, (x) est une quantité infiniment petite et elle est égale a

(x _ a>n+1

) FU D (a4 6 (x — a)] (6.21)

Ry (x) =
ould<o<1.
D’ott la formule de Taylor (avece =a+ 0 (x —a))

Pl =f@+ 5P x—a)+ ot ot

wr ) F L (622)

[0 Exemple 6.20 Cherchons la série de Taylor au voisinage de x =1 de la fonction f (x) = Inx

Solution : On fait calculer les dérivées de f (x) jusqu’a l'ordre k au point x =1
1
f/ (x) — % f// (x) — _% f/// (x> — 3 f(4) (x) _ _g . i

)T % 3 %
La dérivée d’ordre k est :

alors que
FO) = (=) =1k =1
avec f (1) = 0, la série de Taylor associée s'écrit :

n_ ¢(k) no VLo 1y
P=3t k'(l) (-1 = 3 5V . D (x - 1)t
k=1 : k=1 .

ou bien :
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f(X)
P4

graphe de Inx et P (x) et Py (x)

Série de Maclaurin

C’est un cas particulier de série de Taylor, pour la quelle on choisit a = 0.
Sif(x) est une fonction dérivable autant de fois que 1’on veut, le développement de Ma-
cLaurin est :

/ 1 (n) o
P (x) — f (0) + f 1('0) x + f 2('0) 2. .. + f n'(o) X"+ (n —:i)!f(n-i-l) [Gx] (6.23)

Applications
1. Les séries de Taylor et de MacLaurin sont utiles pour calculer les limites de certaines
fonctions.

2. Connaissons la rerpésentation en série de Taylor d"une fonction f (x) on peut déduire
les représentations des fonctions dérivées et primitives par dérivation ou intégration
de la séries termes a termes.

3. On ulitise la série de Taylor (ou de MacLaurin) pour calculer des intégrales ou pour
résoudre des équations différentielles

Exercices

On donne :

. 1\" _ Inn " .

lim (1+—=) =e; lim—=0; n!'=v2mn(l+e,) (—) g lim ¢, = 0.
n—o00 n n—oo M e n—oo

|1
Exercice 6.1 Démontrer que la suite [

nz} est convergente et vérifier que n satisfait I'inégalité

1<
— < €
n2
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2
1. lim (” +2>
n—oo n

n2—n+5
2. 1
ngrolo 2n+6
|
3. lim o

4. lim (vn+2—+/n)
n—oo
. 14243+ +n
5. lim

n—oo n2

oy
S n(n+1)
2
n
2. =
Hn n—1
3. un:sinn
n

1
1_ _
nbP
n
o1
n+3
2
1
n244n—5

Inn

1. u,(x) = ?x”,n € IN*

2. uy (x) = (coshn) x"
n

3. uy (x) = 31 € IN*

4 u, (x)=2"+1)x"

1
5. u, = sin (2n> x",nelN

Calcul différentiel et intégral
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Exercice 6.2 Calculer les limites des suites suivantes :

10.

5.

6.

Dr. N. A. Assaad

Exercice 6.3 Ecrire les premiers termes des séries dont on connait le terme générale :

X
un - <_1)n H
_ ()’
Uy n
i n
Uy = 27

Exercice 6.4 Etudier la nature des séries suivantes dont on connait le terme générale :

exp (jn)
n2
n(2+j)"

Exercice 6.5 Déterminer le rayon de convergence et le domaine de convergence simple des séries
entiéres de terme général suivant, sachant que x € R, a, b, c sont des réels.

2
6. U, = e™ +bn+cyn

U, = n""x" n € N*

<n+1
U, = In
n
n
U, = (2+1) x"
n

n
U, = <an+b) x",neN,a>0
n4+c

)x”,n € IN*

MVAQ05
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Exercice 6.6 On considére la série géométrique définie par le terme général u,, = x™ pour tout

n
entier n > 0 avec x un nombre réel ou complexe .On désigne par S, = Y x* la somme parielle
k=0
de n premiers termes.

1. Calculer (1 — x) Sy et déduir la somme S,

2. Etudier la convergence de cette série suivant les valeurs de x (x > 1,x = let x < 1)

Exercice 6.7 Soit x un nombre réel et soit P (X) = aX? + bX + ¢ un polyndme a coéfficients
réels.

o0 n

1. Démontrer que la série ), — est convergente
n=0 n:

P (n)

2. Montrer que la série de terme générale —-
n!

x" est convergente et calculer sa somme.

Exercice 6.8 En utilisant le développement en série calculer les valeurs approximatives des in-
tégrales suivantes :

sin x
5.

1 * cosx

1. d dx
fene s
1 o odx

2. [exp (—x2)dx 6.
\({ p ( ) ‘Of 1 + x2
Lln(1+x) £ 01

3. Of " dx 7. ({1 +x4dx
1 x

4. [sin (x?)dx 8 [ ln(lx—i— x)dx
0 0
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Annexe A

Fonctions Trigonométriques

Définition A.1 Un angle est généré par rotation d'un rayon autour d'un point fixe. Les angles
se mesurent en degrés (°) ou en radians (rad).

-1° d’une rotation complete dans le sens opposé de montre

360
1
1 rad = la proportion oy d’une rotation complete.

o T
-1 —180rad

—1rad = (@>°
T

- 1° =60’

-1"=60".

1rad = 1000 mrad
1rad = 1.0 x 10° urad

Les FonctionsTrigonométriques

Soit 6 ’angle que fait un rayon avec 1’axe Ox, et (x, y) les coordonnées du point sommet.
r la distance de 1’origine a ce point.

FIG. A.1 - cercle trigonométrique

On définit les fonctions trigonométriques comme la suivantes :

214
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Fonctions standards
y

— sinus 0 = sinf = =
’

. x
cosinus 0 = cosf = —
r

sinf y .
— tangente 0 = tanf = =2,8ix#0
& cos 0 X 7
cos x
— cot te 0 = cotf = = —,si 0
cotangente co snd _ y siy #
1 r
- to = 0=——=—,six#0
secan sec o058 — ¢S #+
r
cosecan csc snf g siy #
Fonctions Auxiliaires
r—x .
— exsecante 0 — exsec = secf — 1 = ,ifx #£0
— versine 8 = versf =1 — cosf = r:x
r-y

coversine 6 = coversf =1 —sinf = —=

’
1—cost) r—x
2 - 2r

haversine 8 = havf = %Vers 0=

Valeurs des Fonctions des angles particuliers

Degrés H 0° 30° 45° 60° 90° 180° 270° 360°
. T T 7T T 3T
Radlans 0 g Z § E 7T 7 27T
. 1 V2 V3
V3 V2 1
COS 1 7 7 E 0 —1 0 1
tan 0 \f 1 \@ 1) 0 (%) 0
cot o V3 1 \f 0 0 0 0
sec 1 2\3@ V2 2 0 -1 (o) 1
csc oo 2 \/§ 2\3@ 1 00 —1 0
Intervalles des valeurs
Quadrant \ sin cos tan cot
I 0——+4+1 |41 —0]|0— 400 | o0 — 0
II 41 —0|0— —-1] —c0o—0|0— —o0
111 0——-1|-1—0]0— 400 | o0 — 0
Iv -1—0]|0—+1| -c0—0]0— —00
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Graphes
y 1‘

N +—— \ o+ NG v NCH—
10 8 7/-6 5 -4 -3 ZJ_l 1 2 3\ 576 7 8 )}OX
y =sinx

y A
:::/::':/./: \\:'::\:::>
-10 978 -7 -6 -5\ 82 4,11 /‘5 6 7 8 on
Yy = cosx
oT 10
y y
5T 5
10 5 5 10
L+ _5 -
-10- -10+-
y =tanx y = cotx
10
o 5 5 (0 o\ 5 N\ B 10
X 1
5__ -
10+ L
Yy =secx Yy =cscx

Fonctions des angles en Terms des angles du Quadrant I

neN| —6 [90°+6|180°+6 |270°+6 | n(360)° +6 |
sin —sinf | +cosf | Fsinb —cosf +sinf
cos +cosfO | Fsinf | —cos6 +sinf + cos 6
tan —tanf | Fcotf | +tand F cotd +tan 6

Calcul différentiel et intégral
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90°£0 || 180°£0 | 270° £ 6

+secH || Fcsch —sect + csc o

H | | | | |
H cot H —cotf H Ftand H + cot @ H Ftan 6 H + cotd
H H H H H |
[“csc || —esch | +sect | [ sect |

+secO || Fcsch

IdentitésTrigonométriques

Identités de Pythagore

— sin® g +cos? ¢ = 1
— 1+ tan? ¢ = sec?® ¢
— 1+ cot? ¢ = csc? ¢

Définitions

_ sing
cotp  cos¢

cos @
coty = tno s
¢ sing

tan ¢ =

csce = —
sin @

sec ¢ =
cos @

Périodicité

— Période =27
sing = sin (¢ +27tn), sin (¢ £ ) = —sin g
— cos ¢ = cos (¢ +2mn), cos (¢ £ 1) = —cos ¢
— secp =sec (@ +2mn), sec (¢ £ ) = —sec¢
— cscp =csc(p+2mn), csc(@p £ m) = —csco
— Période = 7
- tan ¢ = tan (¢ + 7tn)
- cot g = cot (¢ + 7n)

Formules d”Addition

Formules de Base
- sin(¢ £6) = sin @ cosb £ cos ¢ sinf
— cos (¢ £6) = cos ¢cosd Fsin ¢sinf
~ tan(p+6) = tan ¢ &= tan 6

~ 1Ftangtan®
En particulier:

—(p) = COos @

sin (qo +n72T> = COs ¢ sin(
— qo) =sing

cos ((P+§) = —sing cos(

(ST~ S

Double Arc
— sin2¢ = 2sin ¢ cos ¢

Calcul différentiel et intégral
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— c0s2¢ = cos’ @ —sin®p =2cos’p —1=1—2sin’ ¢

— tan Z(P — Ztainqz)
1—tan® ¢
I Demi Arc
1—
- sing == % (positive si g dans les quadrants I ou II, négative ailleur)

/1
- Cos g == w (positive si g dans les quadrants I ou IV, négative ailleur)
4

1- i 1-
—tan® = 2 p__SMP _ 4 [0 (positive si ? est dans les quadrants
2 sin @ 1+ cos ¢ 1+ cos ¢ 2

I ou III, négative ailleur)

Arcs multiples

~ sin3¢ = 3sin @ — 4sin® ¢
— c0s3¢ = 4cos® ¢ — 3cos ¢
- sinng =2sin((n —1) ¢)cos @ —sin (n —2) ¢
— cosng =2cos((n—1)¢)cos¢e —cos(n—2)¢

Autres Identités

- sin(pisin(?:ZSinqofgcosq):Fe

6 : 0
s cos £

— cos ¢ + cos O = 2cos

2
- cosgo—cos@z—Zsin(P—zH)sin(Pge

_sin?g — 1—cos2¢

2
_ cos?g = 1—|—czos2go
~sindg = 3sin ¢ —sin3¢

4
3cos ¢ + cos3¢

— cos® p =

4
cos (¢ —0) —cos (¢ +0)

— singsinf = 5
cos (¢ —0) 4 cos (¢ +0)

— cos@pcost = >
sin (¢ +6) +sin (¢ — 0)

2
— 2cos? ¢ (14 2cos @) =1+ 3cos ¢ + cos2¢ + cos 3¢

— singcosf =

Théoreme de sinus et lois de cosinus

A
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A B C

sine sinf  siny

C?= A%+ B?>—2ABcosy

Lois de Tangente

A—B tanj(a—p)
A+B  tanl(a+p)

S=3(A+B+C)

tan'y:\/(S—A)(S—B)
2 5(5-C)

Fonctions hyperboliques

|:| cosh? 0 — sinh?0 = 1

Formules d’addition et de soustraction

— cosh (a + b) = coshacosh b + sinhasinh b

— cosh (a — b) = coshacoshb — sinhasinh b

— sinh (a + b) = coshasinh b + cosh bsinha

— sinh (a — b) = coshbsinha — coshasinhb

tanh (a + b) — coshasinhb + coshbsinha  tanha + tanhb
~ coshacoshb +sinhasinhb 1+ tanhatanhb

sinh a cosh b — cosh a sinh b

— tanh (a —b) =

"~ coshacoshb — sinhasinhb

Formules doubles arcs

— sinh 20 = 2 cosh 6 sinh

— cosh 20 = cosh? 0 + sinh? 6 = 2 cosh?6 — 1
2 cosh 6 sinh 0 2tanh 6
— tanh 20 = =

2cosh?0—1 1+ tanh?6
— 1—tanh?6 =

cosh? 6

Relations avec les fonctions trigonométriques

Dr. N. A. Assaad

(A1)

(A.2)

Puisque la fonction exponentielle peut étre prolongée a I’ensemble des nombres com-
plexes, nous pouvons aussi étendre les définitions des fonctions hyperboliques a I’ensemble

des nombres complexes. Des formules d’Euler, on obtient immédiatement :

— cos x = cosh jx
— jsinx = sinh jx

Calcul différentiel et intégral
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— cosh x = cosjx

— sinhx = —jsinjx

Fonctions réciproques

— Argument sinus hyperbolique : arg sinh x = In (x +vVx2+ 1)

220

— Argument cosinus hyperbolique : arg coshx = In (x + V2 — 1)

— Argument tangente hyperbolique : argtanh x = In ! i_ i

.WA) L'alphabet grec

Letters Names | Letters Names Letters  Names

A a Alpha |I 1+ Iota P p Rho

B B Beta K x Kappa Y o Sigma

' v+ Gamma | A A Lambda |T 1 Tau

A 6 Delta M u Mu Y v Upsilon

E € Epsilon | N v Nu ® ¢ Phi

Z [ Zeta E ¢ Xi X x Chi

M 1n Eta O o Omicron | Y ¢ DPsi

® 0 Theta IT 7 Pi QO w Omega

Calcul différentiel et intégral
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Dérivées

Définition

La dérivée d'une fonction f (x) est la limite

f/<x) — lim f(x+h) —f(X)

h—0 h

Si telle limite existe.

Regles de Différentiation

f, 8 u, v, ety représentent des fonctions de la variable réelle x, et ¢ et n sont constants.

1. /=0 i(c):0
ax du
2. (cf) =cf’ a(cu):c%
d du dv
3 (f+g)=f"+¢ gy ()= o
d du dou
r “ . _au 4o
4 (g =f"g i (49 0=
5 (x") = nx"! E(x”):nx”*1
6 (") = ) = w1
d dou du
! __ / / _ — _ -
7. (fe) =f's+fg 7 (o) u%xﬂdx
/ / / Ui udv
s. (L) =818 i(ﬁ) i ix
g g2 dx \v v?
d dy d
Y / ay _ dyau
9 (fog) _(f og)g dx dudx

Formules de Dérivation

u et v fonctions de x; et a, b, n constants; e = 2.71828...
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Fonctions Algébriques

d du do
1. a (ﬂu:l:bv) —aﬂiba
d ., du
2. I (u") = nu T

Fonctions Trigonométriques

d
1. — (sinu) = cos i

dx dx
2. — (cosu) = —sinud—u
" dx B dx
du
— — 2,7
3. 12 (tanu) = sec U
du
i — — sl y—
4. I (cotu) esC
du
5. P (secu) = secutanuﬂ
du
6. P (cscu) = —cscucotua
. du
7. P (versu) = sinu-

Fonctions Trigonométriques Inverses

s
2

d . -1 1 du
1. % (Sln u) == ma
d _ du
2. a (COS lu) - —\/ﬁa
d 1 1 du
3. a (tan 14) = 1+u2a
d 1 1 du
4. E (COt u) = _1+”2E
5 4 (seclu) = 1 du —mt<seclu<—-Z 0<seclux<
" dx uvul =1 dx’ - 27" =
6 i (csc_1 u) = —¥d—u —m<csc lu<—Z 0<seclu<
" dx w14y’ - ¥ -

Fonctions Exponentielles et Logarithmiques

1. %(6”) :e“%

2 ;x(a”) :a”logeajz

5 0 (nwy = 12"

4. % (log,u) = loi"ej—z

5. c;ic( ?) —vuv_ljz-l—uvlnud

Calcul différentiel et intégral
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Fonctions Hyperboliques

sinhx — &P (x) —exp (—x)

> ;coshx =
1. % (sinhu) = cosh u%
2. ;x (coshu) = sinh MZZ
3. CZC (tanh ) = sech? ugz
4. o (cothu) = — csch? uj—z
5. c;ic (sechu) = —sechutanhujz
6. dcfx (cschu) = —cschucothu;lz

exp (x) + exp (—x)

2

Fonctions Hyperboliques Inverses

1. ddx <sinh 1u> = \/ﬁjz

2. ddx (cosh_1 u) = w;ﬁgz' u>1

3. ;x (tanh_1 u) = 1_1“221

4. ;x <co’ch*1 u> = 1_1u2;lz

5. ddx (sech_1 x) = _14\/11—7?12' u>0
6. ;; (csch_1 u) = —WZZ

Calcul différentiel et intégral
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Annexe C

Table des Intégrales

Primitives usuelles

1./ udv:uv—/vdu

1
n — n+1 _
./udu il +C,n# -1

./d“:myuuc
u

/e”du:e”—l—C

N

O8]

p

Q1

. /a”duzla“—i—C
Ina

/ sinudu = —cosu +C

*

7. / cosudu =sinu+ C

8. / sec?udu = tanu + C

9. / csc?udu = —cotu + C

10. / secutanu du = secu + C

11. / cscucotudu = —cscu+C
12. / tanudu = In |secu| 4+ C

13. / cotudu =In |sinu|+C

14. / secudu = In |secu + tanu| + C
15. / cscudu = In |escu — cotu| + C
16./\/%:sinlz+c
17./$:itan_lz+C

224



Le Cnam-Liban 225 Dr. N. A. Assaad

1 u
18/ “sec 4
» uz—az asec a+

u-+a
19./m_%1n i e

du 1 U—a
20./7u2_a2_51n ——l+C

Racines des Expressions Quadratiques
Formes avec /a2 + u2,a > 0

L[ VT du ;‘\/er”;ln (u+ Va2 +12) +C

2. / a2 +u2du = g(a2+2u2)\/u2—|——uz— L::ln <u+\/az—|——uz> +C
/ \/”2;7”2@: Va + 12— aln ”Vf“‘z +C

/,/a2+u2 1/612_1_1/12

@

IS

= +In (u+\/m)

54

_ 2 2
/ m_ln (u—i—\/a —|—u>—|—C

u?du U s a? s
6. ﬁzi\/ﬂl —‘Fu —?ln <u+\/a +u>+c
Va2 +u
. / u _ . va?+u’+a e
ouvatur e u
8/ du __\/a2+u2+c
) rur o dtu

9 / du _ u LC
S (@ u?)? 22 2
Formes avec Va2 — u2,a > 0
u a? u
1. /\/az—uzdu:E\/az—uz—i——sin_l——l—c
2. /uzvaz—uzdu:g( u? — a?)v/a2 —u2—|— sin~ %—1—C

S22 S22
3_/udu: 2 — 12 —aln u LC
u u
S22 1
4./6172“%1 — Va2 -2 —sin ' =+ C
u
u? du a2
_ s 2 _ 442 - -1
5 7\/@— 2\/a u —l—zsm +C
du 1 a-++Va?—u?
o 1y et
uva? — u? a U
du 1
_ 2.2
i e A GRS
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4
8. / (a* — u?) 2y = —%(2u2—5a2)\/a2 —u2+3%sin’1%+C

9!/ szﬁw;—w+c

Formes avec Vu2 — a2, a > 0
L/x@hwwu:ZJM—ﬂ—iﬁﬂu+Wﬂ—ﬂhc

[ VT = @ ) Vi@ - S V] 4

N

N
3./%du:\/u2—a2—acos’lﬁ+C

N S22
4./%du:—%+ln ‘u—l—\/uz—az‘—kc

du
_ 2 72
5./m ln’u—i—\/u a‘—i—C
)
6. duz 2\/ —a2+—ln‘u—|—\/ —az)—i—C
2_g
u u2 — a2
7'/u2\/u2—a2_ au +C

u

g / du _
(w2 = g2)*?  o2vViZ— 2

Formes avec v/2au — u?
u—a a? a—u
1./\/2uu—u2du:2m+2cosl< . >+C

+C

22_ _32 3 o
2. /u\/2au—u2du:W\/Zau—uz—k{%cos_l (a u)—i—C

27 — 12 _
3./Zm;udu:\/ZLm—uZ—i—acos1 (aau>+c
v2au — u? 2/ 2au — u? 4 (a—u
/Tdu: -~ —cos +C

u

”>+c

o1

du B 1 {a—
/ V2au —u2 cos

udu a—u
6. \/m—l—acos_l< )—I—C
\/Zau—u2 a
u? du (1 + 3a) 3a? a—1u
7. = — V2au — u2 + —— cos™! ( ) +C
V2au — u? 2 2 a
g / du __\/Zau—u2+c
) ouv2au—u? au
Formes avec a + bu
udu
1. /a+b a+bu—aln|a—|—bu|)
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2 / - du = - [(a -+ bu)? — 4a(a + bu) + 2a*In |a + bul] + C
“J oa+bu 203

du 1 u
> / u(a+ bu) =.n ‘a+bu‘+c

a-+ bu

+C

4 /du__1+b
") w?(a+bu)  au a2

udu a 1
> / (a+bu)2  b2(a+bu) T In |a+bul +C

a+ bu

+C

6 / du - 1 1
") u(a+bu)?  ala+bu) a2

2 2
7/(udu L <a—|—bu aa —2a1n|a—|—bu|>—|—C

a+bu)2 B3 + bu
8. /u\/a+bu du—15b2(3bu 2a)(a+bu)®¥? +C
udu 2
= —(bu—2a)va+bu+C
Va+bu 352( )
u?du
10. 8a% + 3b%u? — 4abu) Va+bu+C
Vva+ bu 15b3( )
11‘/ u _ ) Va  |Va+bu+/a
v/ b
vt 2 tan-1, /"M L0 ifa<o
—a —a
\/a+bu du
12./ du:2\/a+bu+a/7
uva—+bu
1. \/a+bu __\/a+bu+/
u 2 J u~/a+bu
14. /u”\/a—i—bu du:# u(a4bu)¥? —na | u'\/a+ bu du
b(2n+3)
15 w'du  2u"\a+bu  2na u" 1 dy
") Vaxbu b@2n+1)  b(2n+1) ) Vatbu
16 Va+bu b(2n —3) du

u

/ wiarby  an—Du 2a(n—1) ) wlJatbu
Fonctions Trigonométriques

1. sin? udu = %u—}lsinZu—i—C
2. | cos?udu=3iu+1lsin2u+C
tan udu = tanu —u + C
cot? udu = —cotu —u+C
sin®udu = —3(2+sin*u) cosu +C

cos® udu = 1(2+ cos? u) sinu + C

tan3 udu = 1 tan? u +1In |cosu| + C

=~
— e S S S
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8. / cot udu = —3 cot? u —In |sinu|+ C

9. / secudu = Jsecutanu + 11n [secu + tanu| + C
10. / csc®udu = —% cscucotu + 3 In |escu — cotu| + C
s L. n—1 n—1 s n—2
11. / sin udu:—ﬁsm ucosu+7/ sin" “udu
1 1. n— D)
12. / cos”uduzﬁcos” us1nu+T/ cos"“udu
1
13. / tan" udu = _1tan”_1u—/ tan” 2 udu
14. / cot" udu = __1cot”*1u—/ cot" 2y du
1 -2
15. / sec" udu = _1tanusec”_2u+n_1 / sec" 2y du
—1 -2
16. / csc udu = _1cotucsc”_2u+n_1 / s 2udu
, , sin(fa—b)u  sin(a+b)u
17. budu = - C
/smausm udu Z(a—b) 2(a—|—b) +
sin(a—b)u sin(a+Db)u
18. budu = C
/cosaucos udu 2(a—b) 2(a+b) +
_ cos(a—b)u cos(a+b)u
19. budu = — — C
/smaucos udu Z(a—b) 2(a~|—b) +
20. /usinudu:sinu—ucosu+C/ucosuduzcosu+usinu+C
21. / "sinudu = —u" cosu+n/u”*1cosudu
22./ "cosudu = u" smu—n/u”flsinudu

[@VWAl Fonctions Trigonométriques Inverses

1. / sintudu =usin 'u++v1—u2+C
2. / cos ludu=ucos*u—+v1—u2+C
3. / tanluduy =utantu—JIn(1+u?)+C
212 — 1 Vi—?
4, /usin’ludu: u4 sin’lu+%+C
2u? —1 V1—u?
5. /ucos_ludu: “ coslu— V27" ¢
4 4
2
1
6. /utan_ludu:u + tan 1M—§+C
n 1 d n+1 n+1d”
7./u sm_uu— [ sin™ } n#+-—1
—| n#
8 n 1 d 1 n+1 n+1d“ # 1
. u cos Tuau = ——- cos™ u—l—/ } n —
/ n+1 [ V1—u?
1 n+1
9. /u”tan udu— [”“tan H;lzu}’ n#-—1
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Fonctions Exponentielles et Logarithmiques

1
1. / ue™ du = a—z(au —1e™ +C

1 n
2. / uet dy = —yle™ — — / ulem gy
a

a
euu
au <4 — 3
3. /e smbudu—m(us1nbu—bcosbu)+C
eﬂu
au _ < .
4. /e cosbudu—a2+b2(acosbu—i—bsmbu)+C

5. / Inudu =ulnu—u—+C
n+1

7. / L du=1In |Inu|+C
ulnu

6. / u'"lnudu =

Fonctions Hyperboliques

1. / sinhudu = coshu + C

N

. / coshudu =sinhu +C

@

/ tanhudu = Incoshu + C

I

. / cothudu =1In |sinhu| 4+ C

o

/ sechudu = tan! [sinhu| + C

*

/ cschudu = In |tan %u\ +C

N

/ sech’ udu = tanhu + C

*®

/cschzudu:—cothLH—C
9. / sechutanhudu = —sechu +C

10. / cschucothudu = —cschu + C
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Annexe D

Longueurs, Surfaces, Volume

- La longueur du segment joignant les points P(x1,y1,21) et P(x2,Y2,22) est

d= (- + (2 1) + (22— 21)?

Polygone régulier de n cotés

Un cercle est circonscrit au polygon si tous les sommets du polygon sont sur le cercle.
Un cercle est inscrit dans le polygon si chaque c6té du polygon est tangent au cercle.

Soit n = le nombre des coté du polygon, R = rayon du cercle circonscrit , r = rayon du
cercle inscrit, # = angle au centre determiné par un c6té du polygon (en radians), b = angle
entre cdtés du polygon (en radians), et s = la longueur d"un c6té du polygon.

1
— Laire du polygon est : A = Ins? cot <n1800>
1
— Le rayon cercle circonscrit est : R = % csc (nlSOO)

s 1
— Le rayon cercle inscrit est : r = 5 cot <n1800>

1 2
— L’ angle au centre : a = (n) 360° = % radians

n—

-2
— Angle entre cotés : b = <n ) 180° = (

2
> 7t radians
n

a a
— Longueur d'un c6té : s = 2rtan 5= 2R sin 5

230
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Cercle

Soit ¥ = rayon, C = périmetre, D = diametre, A = aire, § = angle au centre en radians,
S = longueur de l’arc de mesure 6, { = corde opposé a 6, h = distance de corde au cercle),
d = distance du center au corde,

by
d
Q—-—.—ﬂ*
r
- C=nD =2nr Ad: tr?
- §=1f= ;D0 =Dcos! =22 —d?
—d:%\/4r2—£2 h=r—d
S 25 qd I 2
—9—;—5—2cos r—2tanA2d_251n D
— L’air Ag du secteur de l’angleez—oz:—, Ag = 3017
7Tr 21

— L’aire du segment limté par un arc et un corde est la différence entre 1’aire du secteur
et l'aire de région triangulaire de hauteur d et de base /, est,
. 1., 1
A(segment) = A(secteur) — A(triangle) = 501’ - Eﬁd

r—nh
r

A(segment) = r? cos ™! (

> —(r—h)V2rh =12 = % (6 —sin6)
— Le périmetre du polygone de n—cdtés inscrit dans le cercle de rayon r est : 2nr sin %

: o .27
— Laire du polygone de n—cotés inscrit dans le cercle de rayon r est : 3nr% sin —
n

PEETR PP . 7T
— Le périmetre du polygone de n—cdtés circonsecrit au cercle de rayon r est : 2nr tan —
n

‘o s : o, T
— L’aire du polygone de n—cotés circonsecrit au le cercle de rayon r est : nr- tan —
n

— Le rayon du cercle inscrit dans le triangle de cotés a, b, et c est

r:\/(S_a)(sgb)(s_c),s:;(a—i—b—i—c)

— Le rayon du cercle circonscrit au triangle de cotés a, b, et c est

abc
r:4\/s(s—a)(s—b)(s—c)/sz%(a+b+c)
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Autres formes géométriques

Forrmile de la surface dun carre Formule de la surface d'un rectangle

5 S=rLxl
S=axg =

Formule de la surface d'un trapéze

Formule de la surface d'un paralltlogramme k0
LT} [ \b
5 B B
S=Bxh B+h
5= > ®h

Formules de la surface d'un triangle quelcongue

@ B
g =
2
S=\plp-alp-Bip-c
a+h+e
‘ NE p=
2
S =pXr
_aXE:-XC
47
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Formule de la sufabee dun

Formule de la surface d'un hexagone polygone de ncites
z e

Formule de la suface dun cercle

Formule de la surface d'un secteur
circulaire de ardegrés

w 2 S =M xR x—
n 260
4

S=mx R =

Formule de la suface
Formule de la surface d'une couronne circulare

d'un segment circulaite de arradians

v "\‘- -z-’ a
- - i
B y
K Lvﬁﬂiu
' - = '
[ - [

1,
S==RE{o-snao
2 ( ) . 3 ot -4
S=EmH(RT -ty =R 1

)

Formule de la surface d'une elipze
i

Calcul différentiel et intégral MVAO005
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Fortmile du wolume dun cube

Formule du volume
d'un parallélépipéde rectangle

e

L

s S=d(lwi+vixh+ LxE V=Lxixk

ez _ .3 .
&= ba V=a Formule du volume d'une pyramude
Formule du volume d'un prisme régulitre a baze rectangulatre

& base triangulaire .

[y

&
hxd
S=axbtaxct
hxd
V=ax( 5 ) Formule du volume d'un cylindre

Forrle du wolume du trone
de pyramide régulier & base rectangulaire
LI

S=ixmxrir+i)
Vemxr?xh

i
= EX(LH L'+ LI
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Formule du wolume d'un céne

Formule du volume d'un tronc de céne

St rate = TX (@ +B) % AR+ (B~ a)?

S=mxriatr) 1 5 5
V=§T[><k><(a +ab+b)

V—l )t %
3'.TI: F

Formule du wolume d'une sphére

Formule du volume d'une calotte sphénque

§=2mxrxh
il 2
V=S Gk

A=A R Rl

V= L %k
6T|:C

Formule du wolume du tore de révelition

S=4xmixRxr
V=oxmixr? xR
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